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CARTA DE APRESENTACAO

Caro (a)s aluno (a)s,

Sejam bem vindos a disciplina MATB97 - Equagdes Diferencias Ordindrias. Durante esse semes-
tre, vocés terdo oportunidade de estudar equagdes diferenciais e seus métodos de determinagdo
de suas solugdes. Esta discilina vai proporcionar uma experiéncia inicial com a teoria de equa-

¢des diferenciais ordindrias e modelagem matematica.
E bem conhecido que muitos fendmenos que interessam as Engenharias e outras ciéncias po-
dem ser estudadas através de modelos matemadticos nos quais aparecem de modo importante

equagdes diferenciais ordindrias.

Bom aprendizado e sucesso!!
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Aula 1.1

Introducao as Equacdes Diferenciais e

algumas aplicacoes

Por que as equagdes diferenciais sdo importantes? Onde elas aparecem ? Quando desejamos
estudar Leis fisicas que descrevem a natureza, usamos modelos matemdticos como aproxima-
¢do. Muitos destes modelos sdo relagdes que envolvem a taxa de variacdo de uma determinada
grandeza fisica. Como foi visto no curso de Célculo, a taxa de variagdo é uma derivada e as re-
lagoes entre elas sdo equagdes. Sendo assim, estes fendmenos fisicos sao descritos por equagdes
que envolvem derivadas que chamamos de equagdes diferenciais.

A grosso modo, o que é uma equacdo diferencial? Sabemos que uma equagdo algébrica
é uma equagdo que tem ndameros como incégnitas. Numa equagdo diferencial, a varidvel

incégnita é uma funcdo y(x) e x é a sua varidvel independente.

Defini¢do 1.1.1. Uma equagdo que estabelece uma relagdo entre a varidvel independente x, a
fungio incégnita y = f(x) e suas derivadas v, y”, ... y" se chama de equacio diferencial. Pode

ser escrita na forma

Fex,y,v,y",..., y(")) =0.

Exemplo 1.1.1.

1. vy = cosx,

2.y +4x=0,

MATB97 - Equagdes Diferenciais



3. xzy”’ +2¢y" = (2 + Z)yz.

A seguir, veremos alguns problemas que podem ser estudados usando as equacdes diferen-

ciais.

Modelo populacional

Em um modelo populacional, dizemos que uma populagdo cresce a uma taxa proporcional
ao seu tamanho. Este modelo é razoavel para populagdo de bactérias, por exemplo. Que

equacdo matemadtica representa este modelo? As varidveis do problema séo:

e téavaridvel independente e representa o tempo,

e P éaincognita e representa o nimero de individuos da populagéo.
Assim, o modelo populacional pode ser escrito da seguinte forma:

ar
e A taxa de crescimento populacional: T

e Se a taxa de crescimento da populagdo é proporcional ao tamanho da populacéo, entdo

P

m =kP,

onde k é a constante de proporcionalidade.

Esta equacdo é uma equagdo diferencial que envolve a fungdo incégnita P(t) e sua derivada.

Note que P(t) = Cet* é uma fungdo que satisfaz

dP g
— = kK(Ce) = kP

Sendo assim, esta fun¢do é uma solucdo da equacgdo diferencial. Veremos estes conceitos com
mais detalhes a seguir.

O que significa a constante C ? Note que, quando t = 0,
P(0) =C.

Podemos dizer entdo que C é a populacdo inicial ou “condigdo inicial” do problema.

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro
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Lei de Hooke: um modelo para o movimento da mola

Consideremos o movimento de um objeto com massa m na extremidade de uma mola

vertical como mostrado na figura ak

Posicao

de equilibno

A Lei de Hooke diz que se a mola for esticada (ou comprimida) x unidades a partir da
sua posicao de repouso, entdo a mola exerce uma forga sobre o corpo que é proporcional ao
deslocamento x:

forga elastica = —kx,

onde k é a constante positiva da mola e x = x(¢).
Ignorando qualquer resisténcia do ar ou do atrito e sabendo que F = ma, podemos formular

a equagdo da lei de Hooke:

1.1.1 Classificagao

As equagdes diferenciais podem ser classificadas levando-se em conta as seguintes caracte-

risticas:
1. O ntimero de varidveis independentes da fungdo incognita;
2. O numero de fungdes incégnitas;
3. A estrutura da equacéo e

4. A ordem da equacao.

MATB97 - Equagdes Diferenciais



Exemplo 1.1.2.

1. Rd%ft) + %Q = V(t), (modelo de circuito RC) é uma equagao diferencial ordindria. Fungao
incégnita Q = Q(¢).

2. % + % = 0. (Equagdo de Laplace) é uma equacgdo diferencial parcial. Fun¢ao incégnita
u x= u(x,yy).

3. uy + uu, = 0 é uma equagdo diferencial parcial. Fung¢do incognita u = u(x, t).

Quanto ao nimero de incégnitas, teremos a seguinte classificagao:

Exemplo 1.1.3. Osexemplos dadosem 1.1.2 sdo equacodes diferenciais com apenas uma fungao
incégnita: 1-Q(t), 2—u(x, y) e3—u(x, t). O seguinte exemplo é um sistema que envolve as duas
fungoes incégnitas x(t) e y(t)

xX'(t) = y(b)

y'(#) = x(t).

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro




Exemplo 1.1.4.
1.y = cosx = primeira ordem.

2. y"+4x=0, = segundaordem.

3. xzy"’ +2¢%y" = (2 + 2)y6 = terceira ordem.

1.1.2 Solugdes de Equacdes Diferenciais Ordinarias

Considere a EDO de ordem n

F(x,y,y, y”,...,y(”)) =0 (1)

2
Exemplo 1.1.5. Verifique que ¢(x) = % + ;CC, sendo ¢ qualquer constante real, é uma solugado

da equacdo diferencial xy’' + y = x* para todo o x € R.

MATBY7 - Equagdes Diferenciais
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Solucdo: A EDO pode ser escrita na forma

F(x,y,y’):xy’+y—x2:O

2
. Se Pp(x) = % + %, entdo a sua derivada é ¢’(x) = %x - % Substituindo na equacdo, temos que:
x
Fao, o), ') = of 2 - S\ (2 8)-p
P -3 23«

2

Isto mostra que a fungdo ¢(x) = % + g satisfaz a equacao diferencial xy’ + y = x*

, sendo assim
uma solu¢do da mesma.
Uma solucao também pode aparecer na forma implicita, isto é, como uma funcdo da forma

H(x,y) = 0.

Definicio 1.1.7. A relacdo H(x,y) = 0 é chamado uma solugdo implicita da EDO (1) se esta
relagdo dd origem a pelo menos uma fungdo de valores reais ¢(x) definida no intervalo I, tal

que ¢(x) é uma solugdo explicita de (1) em I.

Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.6. Mostre que a relacao X%+ y2 —c¢ =0, sendo c > 1 constante, é uma solugdo na

forma implicita da equagdo diferencial F(x,y,y’) = yy’ + x = 0 no intervalo (-1, 1).

Solugdo: A relacio x* + yz — ¢ = 0 produza as fungdes
h(x) =y= Ve—x% e k(x)=y=-Vc—x2

ambas definidas em (-1, 1).

—x
Como I (x) = ———, entdo
c—x?

F(x, h(x), ' (x)) = (m)(

) +x=0 eédefinidaem (-1,1).

—x
Ve —x2

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro
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Isto mostra que a fungio x> + y* —c = 0, ¢ > 1, satisfaz a equacdo diferencial yy’ = —x, sendo

assim uma solu¢do da mesma.

Exemplo 1.1.7. A relacdo x* + y> +1 = 0 NAO é uma solucao na forma implicita da equacao

diferencial F(x, y,y’) = yy' + x = 0 no intervalo (-1, 1).

Solucgdo: A relagdo ndo produza uma fungdo de valores reais no intervalo, resolvendo por y
temos p(x) = y = V—4 — x2 e este funcio nao é definida pois —4 — x> < 0.
Entretanto quando derivamos a relagdo implicitamente, temos que 2x +2yy’ = 0oux+yy’ =0,

que é a equacdo diferencial que queremos resolver.

Observacao. Vimos nos Exemplos 1.1.5 e 1.1.6 que uma equagdo diferencial PODE ter infinitas
solugdes. Se uma solugio envolve uma constante real arbitrdria c, como descrita nos Exemplos 1.1.5 e
1.1.6, entdo ela é chamada de solugdo geral de uma equagio diferencial. Se escolhermos uma constante

especifica ¢, encontramos uma solucdo particular do problema.

Exemplo 1.1.8. Mostre que y = 2cx? + ¢2, sendo ¢ uma constante, é uma solucéo geral de

dy\’ sdy _
(a) + 8x I =16x“y

e ache uma solugao particular que satisfaca a condi¢do y = —1 quando x = 1.

d
Solugdo: Se y = 2cx* + ¢?, entdo d—‘z = 4cx. Portanto

dy 2 dy
— 327 2 3
( dx) + 8x p (4cx)” + 8x”(4cx)

16c2x% + 32cx*

= 16x° (2cx® + ?) = 16x2y.
~—_————
Y

Portanto y = 2cx* + ¢* é uma solucio da equagio diferencial.

Se y = -1 quando x = 1, temos
1=2c+% =22+2+1=0= (c+1)?=0=>c=-1.

Portanto a solucéo particular é y = 1 — 2x°.

MATB97 - Equagdes Diferenciais
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1.1.3 Uma familia a n— parametros de solug¢des

A solucdo geral da EDO de ordem n

Fx,y,v,y",..., y(”)) =0

é uma fungéo que possui n constantes c1, ¢y, - -+ , ¢y, que chamamos de parametros. Portanto a
solucdo geral da EDO de ordem n é uma familia a n-parametros de solugdes (na forma explicita

ou implicita) que contém todas as solugdes possiveis num intervalo I.

N

X

Exemplo 1.1.9. Do Exemplo 1.1.5 temos que y = — +

3 é uma familia a 1-pardmetro de

=10

solugdes de xy’ +y = x°.

Exemplo 1.1.10. Mostre que y = c1e* + coe”>* é uma familia a 2-pardmetros de soluges de

d’y dy
a2 ta =0

d
e ache a solugao particular que satisfaga a condicdo y = &y 1 quando x = 0.

dx
30° — X —2x 5 ﬂ _ X —2x i _ b —2x
Solugdo: Sey =cje’ +ce” =, entdo =18’ — 2c0e e = c1e" + 4ce” . Portanto
dx dx2
d2
d_xz d_z —2y = (c1€" +4ce ) + (c1€" — 200e7F) — 2(c1e* + coe™ )

165 + depe™™ + 016" — 200e7 % — 201" — 20007

=0

Portanto y = c1e* + cze_zx é uma familia a 2-parametros de solu¢des da equagao diferencial.

d
Sey= d_ch =1 quando x = 0, temos

c1+C2 =1 1

@)

Il
e}

c1 —2¢p

Resolvendo temos ¢; = 1 e ¢z = 0. Portanto a solugdo particular é y = e*.

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro
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1.14 Determinando EDO associada a uma familia a n-parametros
de curvas

Seja uma familia de curvas a n—parametro. Podemos considerar a familia como a solugdo
geral de uma equagdo diferencial de ordem n. Vamos tentar encontrar a equagdo diferencial
correspondente. A equacdo diferencial da familia, ndo deve ter parametros (constantes arbi-
trdrias) e sua ordem deve ser igual ao niimero dos parametros da familia. A estratégia geral
para encontrar a equagdo diferencial de uma dada familia a n—parametros é derivando n vezes
a equacao. Isto produziria um sistema de n + 1 equacdes que podem ser usadas para eliminar

0s parametros.

Exemplo 1.1.11. Dado a curva y* = cx® + 3 a I-pardmetro, determine a equacdo diferencial da

familia.

Solugdo: Temos que:

y2 =cx®+3 (1).

Uma vez que temos uma familia a 1-parametro, estamos procurando uma equacgéo de primeira

ordem. Derivando a equagdo temos

2yy’ = 3cx? ).
Encontrando o valor de ¢ em (2), temos:
2yy’
.(3
) (©)
Substituindo (3) em (1), temos:
2yy’ 2xyy’
2 = 3 +3= 3
/ 3x2 )x 3
3y> -9
=y = Y )
2xy

que é a equacao diferencial da familia.

Exemplo 1.1.12. Determine a equacgdo diferencial da familia de curvas a 2-pardmetros y =

C1
— + C».
X

MATB97 - Equagdes Diferenciais



Solugdo: Temos que:

C1 +
Y X

17

(1)

Uma vez que temos uma familia a 2-parametros, estamos procurando uma equacao de segunda

ordem. Derivando a equagdo 2 vezes e encontrando o valor de cj, temos:

y = 2 =1 =Xy
” 201 x3y//
= F f—t 1 = 2
Igualando (2) e (3), temos:
_x2 , x3y//
Y=

Simplificando, obtemos '’ + 2x*y’ = 0, que é a equagao diferencial da familia.

d"y B
dxn - f(x)

Lema 1.1.1. Se uma EDO de ordem n é da forma

1.1.5 Solucao da EDO do tipo

d"y 3
dx" - f(x)/

entdo sua solugio geral é obtida de uma maneira direta por integragdes (sucessivas).

Exemplo 1.1.13. Ache a solucgdo geral da equacdo diferencial

dy = +2

T cos x + 2x.
Solugdo: Seja

dy = +2

T cos x + 2x.
Integrando, temos:

y = f(cosx+2x)dx
= y = sen x + x2 + .

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro
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Exemplo 1.1.14. Ache a solugado geral da equacao diferencial

d?y ; 1

e
Solugao: Seja

d%y ; 1

@

Integrando, temos:

d
d—z = f(20x3 —x2)dy =5 + x4 ¢y

Integrando novamente, temos:
y= ‘f(5x4+x_1 +c)dx =2 +Inx+cx +co.

Portanto, a solucdo geral é y = x®+Inx +c1x + cp.

1.1.6 Problema de Valor Inicial da EDO de ordem n

MATBY7 - Equagdes Diferenciais
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Exemplo 1.1.15. Resolva o PVI

Yy —e + cosx=0
y(0) =2
y'(0)=3
y’(0) = 3.
Solugdo: Seja
% =¢' — cosx.

Integrando, temos:
d2 y

@:f(ex— cos x) dx = ¢ — senx +c1.

Integrando novamente, temos:

dy_

g f(ex—senx+c1)dx=ex+ COS X + C1X + C3.
x

Integrando novamente, temos:

1
y=f(ex+ cosx+cix+c)dx=e + senx+§c1xz+czx+C3.

~ , 1
Portanto a solugdo geral é y = ¢* + sen x + Eclxz + cox + 3.

Sey=2,y =3ey” =3 quando x = 0, temos

1+c3=2 = c3=1
1+14+¢c=3 = ¢ =1

1++4c1 =3 = =2
Portanto, a solucdo particular é y = ¢ + sen x + 1+ x + x°.

1.1.7 Exercicios

1. Equacgdes diferenciais ordindrias e parciais: Se a func¢do incégnita da equacao diferencial
depende de apenas uma varidvel, entdo temos um exemplo de equacédo diferencial ordi-
naria. Caso contrdrio, teremos uma equagédo diferencial parcial. Verifique se a equacado

diferencial a seguir é ordindria ou parcial e se a fun¢do dada é uma solugdo da equagdo:
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(@) uxx +uyy =0;ulx,y) = ln(x2 + yz).
(b) v’ —y=0;y(t)=¢.

() ¥ —y=0; y(t) = cosht.

(d) uxx +uyy = 0; u(x,y) = cos xcoshy.
() ty —y=1t5y=3t+1

() Py = up; u = (rr/t)/2e> 14

t
) v -2ty=1y=¢" f eds + e’
0

2. Determine os valores de r para os quais a equagéo diferencial dada tem solugdo da forma

y= ert.
(@) ¥’ +2y =0. Resp: r = -2.
d) v +y —6y=0.Resp: r =2,-3.
(c) ¥’ —y=0.Resp: r = 1.

(d) yu/ _ 3y” + 2y’ =0. Resp: r=0,1,2

3. Determine os valores de r para os quais a equagdo diferencial dada tem solugdo da forma

y=1,parat>0.

(a) ty” + 4ty +2y =0. Resp: r = —1,-2.

(b) Py’ — 4ty +4y =0. Resp: r=1our = 4.

. Equagoes lineares e nao lineares. A equagdo diferencial ordindria

Ftt,y,v,..., y(”)) =0

é linear se F é uma funcéo linear nas variaveis v, v/, ..., y™. Esta definicdo é equivalente a
de uma transformacdo linear vista em Algebra Linear. Uma defini¢do similar se aplica as
equagdes diferenciais parciais. Desta maneira, a forma geral de uma equacao diferencial

linear de ordem # é:

ao(t)y™ + a )y + -+ a,(HDy = g

Uma equagdo que ndo respeita a condi¢do acima é ndo linear. Para cada uma das seguintes

equagdes diferenciais abaixo, diga a sua ordem se é linear ou ndo linear. Explique.

MATB97 - Equagdes Diferenciais
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(a) t*y” +ty’ +2y = sen t. Resp: segunda ordem linear.

®) ¥y +y"” +y’ +y +y=1. Resp: quarta ordem linear.

(c) ¥’ + sen (t+y) = sent. Resp: segunda ordem néo linear.
(d) ¥’ + ty* = 0. Resp: primeira ordem nao linear.

() v +ty + (cos %)y = £>. Resp: terceira ordem linear.

5. Mostre que y = a cos (mx + b) é uma solucao da equagio diferencial y”’ + m*y = 0.

A < .1 . d% 2dv
6. Mostre quev = B + — ¢uma solucdo da equacao diferencial 2 + PPl 0.

7. Mostre que Ax+By? = 1¢ lugao daequagao diferencialx| ¥y + () |42
. ostre que AXx Y~ = leumasolugao da equagao direrencial x ydxz dx ydx =

8. Determine a equacao diferencial da seguintes familias de curvas.
(a) y =¢"™, onde m é constante arbitrario.
(b) y = Ae*™ + Be™, onde A e B sdo constantes ndo iguais.
(c) y =k arcsenx, onde k é um parametro
(d) y=Ae+ eﬁx
(e) y =e"(A cos x + B sen x)
(f) y = Ae* + Be™>* + Ce"
(g) xy = Ae* + Be* + x*

(h) v* —2ay +x* = a*

9. Determine a equacdo diferencial de todas as retas que passam pelo origem.
10. Determine a equacao diferencial de todas as circunferéncias de raio R.
11. Determine a equacdo diferencial de todas as retas que dista 1 unidade da origem.

12. Resolva PVI

d3y dy 2 _

oo =1 b) gy r-1=0
@ y(0) =1 y(1) =5

y'(0)=2

y// (O) — 4
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(©)

d?y
@—2—6x
y(0)=1

y'(0) =4

dty

E =—senx+ CcosXx
(d) ]/(0) =0

y(0)=y"(0) =-1

y') =7
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Aula 1.2

Equacdo Diferencial de Primeira Ordem

Definicio 1.2.1 (Equacdo Diferencial de Primeira Ordem). Uma equacdo diferencial de

d
primeira ordem contém somente a primeira derivada y' = d—y, possivelmente y e alguma
x

fungdo de x, isto é, é uma equagao do tipo

Fx,y,y)=0 ou Yy =f(xy). (1.2.1)

Exemplo 1.2.1.
1. y' = cosx,

2. xy +4xy = 0.

1.2.1 Interpretacdo geometrica da EDO de 1° ordem

d
A EDO de 1? ordem d—z = f(x,y) associa a cada ponto (xp, o) do dominio D C R? uma

d
direcdo m = d_ayc = f(xo,Y0). A dire¢do em cada ponto (xp, o) é a inclinagdo da reta tangente
a curva, com equagdo f(x,y) = ¢, passando pelo ponto (xg, o). O dominio D com a dire¢do
em cada ponto é chamado de um campo de vetores. Resolver a equagdo diferencial significa

determinar curvas cujas retas tangentes no ponto (xo, o) tém inclinagdo m = d_]/ = f(xo, Yo)-
X

d
Exemplo 1.2.2. A EDO d—z = y — x forma um campo de vetores em IR?, como mostrado na

figura (a) abaixo. Cada curva y = x + 1 + ce*, onde c é um constante arbitrdrio, possui uma
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reta tangente no ponto (x, y) com inclinagdo m = y — x. A Figura (b) abaixo mostra uma solugao

2
narticiilar nassando nelo nonto (ﬂ_ —\_

- fﬁ'l..
Ll i]-d
e
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o
{407 T
Lits LI J Ao
Li7 S e Y
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' B NN
.n";-" e A "
TR i BB
R e 2 .
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23
e L

(b)

1.2.2 Problema de Valor Inicial da EDO de 1% ordem

Exemplo 1.2.3. Podemos reescrever o Exemplo 1.2.2 como um problema de valor inicial

dy
dx yz—
y(0) = 3
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1
cuja solu¢gdo éy =x+1— gex.
Queremos analisar as seguintes questdes:
1. Sob que condigdes podemos garantir que existe uma solu¢do do PVI ( 1.2.2)?

2. Sob que condi¢des podemos garantir que a solugdo de ( 1.2.2) é tinica?

Teorema 1.2.1. (Existéncia )
Suponha que f(x, y) é continua num retdngulo R = {(x,y) : xo—h <x <xo+h, yo—k <y < yo+k}
centrado em (xo, yo). Entdo existe um niimero hy (possivelmente menor que h ) tal que uma solugio

Y = ¢(x) de (1.2.2) é definida no intervalo (xo — hy, xo + hy).

Demonstragio. A demonstracdo desta serd omitida, mas pode ser vista em [1].

Teorema 1.2.2. (Unicidade )

Suponha que f(x,y) e sua derivada parcial g—z (x,v) sejam continuas num retdngulo R como no
Teorema 1.2.1. Entdo existe um niimero hy (possivelmente menor que hy ) tal que uma solugdo
y = ¢(x) de (1.2.2), cuja existéncia é garantida pelo Teorema 1.2.1, é a iinica solugdo de ( 1.2.2)

definida no intervalo (xo — ha, xo + hy).

Demonstragio. A demonstragdo desta serd omitida, mas pode ser vista em [1].
Exemplo 1.2.4. Considere o PVI
v+
—_— = X
y T = o8
y(0) =2
Veritfique que a existéncia e a unicidade de solugdes estdo garantidas.

Solucgdo: Colocando a equagdo diferencial dada na forma exigida pelos Teoremas 1.2.1e 1.2.2

temos:
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J —
Note que a fungdo f e a sua derivada of | Zcosx

dy  (y+1)?

sdo continuas exceto quando y = —1. Entao

fe 8_y sdo continuas num retangulo centrado em (0, 2) que nédo corta a reta y = —1. O Teorema
1.2.2 garanta que existe uma solugdo y = ¢(x) em algum intervalo centrado em x = 0 e que esta
solucdo é tinica em algum intervalo (possivelmente menor) centrado em x = 0.

Provaremos mais adiante que a solugdo é ¢(x) = =1 + V9 + 2 sen x.

Exemplo 1.2.5. Considere o PVI
dy _ _x
dx vy

y(1)=0

Veritique que a existéncia e a unicidade de solugbes estdo garantidas.

d
Solugdo: As funcgdes f(x, y) = e 8_§; = % nao sdo continuas em (1, 0) (pois ndo sdo definidas

em (1,0)). Entdo os Teoremas 1.2.1 e 1.2.2 podem ser usados para estudar a existéncia e/ou

unicidade de uma solugéo para o PVL

dy x
Observacido. A relacio x> + y*> = 1 satisfaz o PVI dx  y , mas ndo é uma solugio no sentido
y(1) =0

do Teorema 1.2.1. Recorde que uma solugdo deve ser definida num intervalo que contém o coordenada
Xo do valor inicial mas , y é definida implicitamente em x = 1 mas ndo num intervalo em torno de x = 1.

De fato o PVI possui 2 solugdes ¢1(x) = V1 —x% e ¢p(x) = — V1 — x2.

1.2.3 Exercicios
1. Seja a equagdo diferencial " = (x—1) cos t e suponha que x é uma solugdo tal que x(1) = 1.

Mostre que x(t) = 1 para todo ¢.

2. Determine uma regido no plano xy na qual a equagédo diferencial dada tenha uma tinica

solugdo cujo grafico passe pelo ponto (xg, o) nessa regido.

d 2 _ 2
() d_yzyl/s (© Gy-y)dy=(@1+x")dx
b
dy
(b) 5:\/@ (d) (y=x)dy=(y+x)dx
3. Considere o PVI d
ay _ a2
dx Y
y(0)=0
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1
Mostrequey =0ey = Ex‘l sdo solugdes. Serd que isto contradiz o Teorema 1.2.27?

4. Verifique a unicidade ou ndo da solugdo do seguintes PVI

% — A _,4 % 172
@) { dx y =X ) { dx XY
y(0) =7 y(0)=0
ﬂ _ 3 dy 1/2
0 | ax =TVl @ ] dax Y
y(2) = y(0)=0
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Aula 1.3

Equacoes Separaveis

Método de solugao

Para resolver a equagdo ( 1.3.1), integramos ambos os lados com relagado a x:

d
fg(y)d—de:ff(x)dx+c.

d
Do Célculo, % dx = dy. Substituindo na expressdo acima, chegamos ao método de solugéo:

[sway= [ rade 133
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Supondo que f e g sdo fungdes continuas, as integrais existem. Calculando as integrais de

ambos os lados, chegamos a solucdo geral da equacgao.
Exemplo 1.3.1. Ache a soluc¢do geral da equagdo diferencial 9y y’ +4x = 0.
Solugio:

e Primeiramente, separamos as varidveis: 9ydy = —4xdx.

e Integramos ambos os lados da equagdo acima em relagao a x:

92 42
f9ydy=f—4xdx = %z—%+c = 4x2+9y2=c1, c1 =02,

isro ¢, a solugio geral da equacdo diferencial é 4x* + 9> = c;.
Exemplo 1.3.2. Resolva a equacdoy’ =1+ 1.

Solugio:

dy

Ay = dx.

e Primeiramente, separamos as variadveis: 1

e Integramos ambos os lados da equagdo acima em relagéo a x:

d
f Y :fdx = arctgy=x+c = y=tg(x+c)
Assim, y = tg (x + c) é a solucdo geral da equagéo diferencial.

Exemplo 1.3.3 (Decaimento ou crescimento exponencial). O decaimento ou crescimento
exponencial é modelado pela equacgdo diferencial y' = ky. Se a constante real k > 0, teremos

crescimento e se k < 0, teremos decaimento. Resolva esta equacdo separdvel.
Solucao:
- o Y
e Primeiramente, separamos as varidveis: — = kdx.

e Integramos ambos os lados da equagdo acima em relagdo a x:
d]/ (kx+cq) 1 kX fex
?= kdx = Inlyl=kx+c; = y=e""V=¢%e" =ce

E y = ¢®*) ¢ a solugdo geral.
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Exemplo 1.3.4. Resolva o problema de valor inicial

- Y
y ==
y1)=1
Solucao:
dy dx

e Primeiramente, separamos as varidveis: — = ——.
y x

e Integramos ambos os lados da equagdo acima para encontrar a solucédo geral:

d
f%:f—i—x = Inlyl=-lnjl+c = 1n|y|=1nl|+c1 = y=c/x,

|x

onde ¢ = ¢
e Substituimos a condicdo inicial (quando x = 1, y = 1) na solucao geral:
1=¢/1 = c¢c=1 = y=1/x

é a solugao do PVI dado.

1.3.1 Equacgdes da forma iy’ = G(ax + by + ¢)

Se a equagdo diferencial é dada na forma

Y _ Gaxsby+
dx_ (ax y C),

entdo podemos usar uma mudanca de varidveis # = ax+by+c para transformé-la numa equagao

de varidveis separaveis. Observe que

u=ax+by+c = %—a+b% d——l(%—a)
Sy dr "V M A T '

d
Substituindo os valores de d_y e ax + by + c encontrados acima na equagao diferencial, obtemos:
x

()=

S| =
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que se reduz a uma equacao diferencial separavel:

du

arocw -

Exemplo 1.3.5. Resolva

3 _ o -3
T x+3y—-1)+42x+3y—-1)"" - 2.

d
Solu¢do:
. . du dy o ~
Seja u = 2x + 3y — 1 entdo ol 2+ 35. Substituindo na equagdo temos:

d o, ut+4

d_ =u+4 = 3
Separando as variaveis, temos:

3
4u du =dx
u*+4

Portanto

u—3du— dx = 1ln(u4+4)—x+c
ub+4 4 N

= ut+4 =P

Logo a solucdo geral é (2x + 3y — 1)* +4 = M+,

1.3.2 Exercicios

1. Use o método de separagdo de varidveis para resolver cada uma das equagdes diferenciais

abaixo:
,_1+y
@y = 1+x
1+y2
b) y = ——.
®) y 1+ x2

© ¥ =1 +y)1+x).
(d) ¥ —2xy =nx.
(e) v’ = x*/y. Resp: 3y* - 2x° =c.

(f) ¥ +y*senx =0. Resp: y! + cos x = cse y # 0 e também y = 0 para todo o x.
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d]/_x—e_x . 2 2 y —xX\ _ . y
(8) i erey.Resp.y —x"+2e’-e)=cy+el #0.
h dy_3 2x+6 1
(h) == =3y~ 2x+ 6xy

. dy_ 2
@) oYY

(]) yl — €2X+y
d

® dy _ 101In x3
dx xy-—xy
d]/ — X2y

D T xe

2. Ache a solucao dos seguintes problemas de valor inicial.

, _1+y

(@ vy =m/y(0)=1~
L 1+

b))y =77 v0=1

(© v =010+yd+x),y0) =1

d) ¥ —2xy=x,y(0) = 1.

e) v = y*(1—2x), y(0) = —1/6. Resp: y = 1/(x* — x — 6).
) v =(1-2%/y, y(1) = =2. Resp: y = — V2x — 2x2 + 4.
(g) xdx + ye*dy =0, y(0) = 1. Resp: y = [2(1 — x)e* — 142

(h) dr/de =+*/0,r(1) = 2. Resp: r=2/(1 -2In 0).

0y = Y+ xzy' y(0) = =2. Resp: y = —[2In(1 + x2) + 4]1/2.

{ 3¢ tg ydx + (1 — ¢*) sec >ydy = 0
iy
In2) = —
yn2) =4
du_ td(1 + 2712
(k) { dt
u(0) =1
d_v B =20
O { du u2+4
v(0) =2
3. Resolva o problema de valor inicial 3’ = 2y*> + x?, y(0) = 1 e determine onde a solucéo
atinge seu valor minimo. Sugestdo: Use o teste da primeira e da segunda derivadas para

determinar o ponto de minimo. Resp: y = —1/((x?/2) + 2x — 1); x = —2.
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4. Resolva o problema de valor inicial y" = 2 cos 2x/(3 + 2y), y(0) = —1 e determine onde a

3
solucdo atinge seu valor maximo. Resp: y = 5t V sen 2x +1/4, x = m/4.

5. Resolva a equagao

dy ay+b
dx  cy+d’
onde g, b, c e d sdo constantes.
c ad — bc
Resp: y = Sy = Injay +bl+k,a#0,ay+b#0.

6. Resolva as seguintes equacdes diferenciais usando o método de separagdo de variaveis,

ap0s fazer uma mudanca de varidveis apropriada:

(@) ¥ = (x+y)*. Resp: y = —x + tg (x +¢).
(b) i’ = (8x +2y + 1)%. Resp: 8x +2y + 1 = 2 tg (4x + ¢).
(c) 2x+3y—1)dx + (4x + 6y —5)dy = 0. Resp: x +2y +3In|2x + 3y — 7| = c.

(d) (2x = y)dx + (4x — 2y + 3)dy = 0. Resp: 5x + 10y + ¢ = 3In [10x — 5y + 6|.
. Qy-3x+7)>%+3
@ v ==

2
e—(y+x+l)2

® y,:_1+2(y+x+1)

(g) ¥V =2-3{2x—y+7

7. Suponha que o valor y foi investido numa conta de poupanga na qual os juros sdo

continuamente capitalizados numa taxa constante de 5.5% ao ano. A equagdo y’ = ky
descreve a taxa de crescimento do montante investido, onde k é a taxa de juros. Se $5000

foram inicialmente investidos, qual é o montante ap6s 3 anos? Resp: $5896, 96

8. Suponha que a cada més uma popula¢do aumenta na razdo k, isto é, no primeiro més é py,
no segundo més kpy, etc. Mostre que a populacdo p(t) satisfaz uma equacao diferencial

do tipo p’ = Ap e determine A em funcgdo de k.
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Aula 1.4

Equacoes Homogéneas

Exemplo 1.4.1.

X+

Y A ;
é homogénea pois

(1) F(x,y) = p

t t t
E(tx, ty) = Xty _ (x+y)=x1y

™ tx =F(x,y)

e F(x,y)=1+%=1+u=g(u), onde u = y/x.

2

o F _x3+x
2 (x,y)—m

é homogénea pois
B+ 8xy2 PO +xy?) O+ ay?

F(tx, ty) = By + 2y PP +aty) P2y

F(x, y)

1+ (L) 2
e F(x’y) = (y): (x()y) — 3{3++uu

X

=g(u), onde u=y/x.
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Método de solugao

Equagoes homogéneas podem ser transformadas em equacgdes separdveis mediante a mu-

danga de variavel natural u = y/x. Desta forma:

y=ux = — =X— +Uu.

Substituindo estes dados na equagdo diferencial, obtemos:

x%+u— ) = x%— w)y-u = du__ _ dx
ax ThTE dx ¢ gu)y-u  x’
que pode ser resolvido pelo método das equagdes separaveis.
o . dy 2
Exemplo 1.4.2. Resolva a equagdo diferencial nya =y? - 2%
Solugio: .
dy _ dy _ _yox
2xya—y2—x2=>a—1-"(x,y)— 2y
A fungéo F(x,y) = Uik S - é homogénea, logo fazemos a mudanga de varidvel
¢ Y= 2xy 2 |x  (y/x) genea, fog ¢

u=y/xouy=ux.

Aplicando a mudanca de varidvel como sugerido acima, chegamos a

Resolvendo pelo método das equagdes separdveis, obtemos:

2udu 3 d_x

w+1  x
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Integrando ambos os lados, chegamos a:
’ 1
Inu“+1)=—-In|x|+c. =In o + C..
Aplicando exponencial em ambos os membros,

u2+1:£, onde c=¢" = 1+(y/x)*=

=10

A solugdo pode ainda ser reescrita na forma:

*+y*P=cx ou (x—£)2+ 2_ ¢
¥ = 2) TV T

c
Esta solugdo representa uma familia de circulos que passam pela origem e com centro (5' O),

sobre o eixo x.

1.4.1 Translacao para Equacdes Homogéneas

Uma equagéo diferencial da forma

dy 3 ax+by+c
dx  mx+by+cy

pode se tornar uma equagdo diferencial homogénea mediante uma translacdo (mudanga de

varidveis) conveniente:

Se os termos constantes ¢; e c2 sdo ambos zero, entdo a equagdo acima ja € homogénea. Isso
fornece a idéia de que transladando x e y por uma determinada constante, a equagao resultante
terd os termos constantes ¢y e c; ambos iguais a zero. Para transformar esta equagao em uma

equacao diferencial homogénea use as substitui¢des:

x=X+h
y=Y+k,

com h e k escolhidos de tal forma que as duas equagdes:

mx+biy+c1 =0, aax+byy+c=0
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se reduzem as equacdes

LZ]X + b1Y =0, X+ sz =0.

Portanto escolhemos & e k como solu¢oes do sistema:

mh+bik+c =0
a2h+b2k+62=0.
dy x+y+3

Exemplo 1.4.3. Resolva proialvs =5

Solugdo: Resolvendo o sistema
x+y+3=0
x—-y—-5=0,

temos x =1, y = —4. Portanto vamos usar a mudanga

x=X+1
y=Y-4.
d
Logo d_yyc = % e a equacgao diferencial se reduz a

dy X+Yy 1l+x
dX_X—Y_1_§

Seja U = )—i ou Y = UX. Entao ay _ u+ Xd—u Usando estas mudangas, temos

ax ax
du 14U
U+ XX~ 12U

du _1+U-U(1-U) 1+U2

= XX~ 1-Uu S 1+ U
1-Uu dx
du = £
EETETe X

Integrando:

arctg(U) — %ln(l +U»)=InX+Inc

= 2 arctg(U) = In[cX?*(1 + U?)]
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2
=2 arctg(}—i) =In [CXZ (1 + %)]

=2 arctg()—i) =In [C (Xz + YZ)]

=2 arctg(%) =In [c ((x -1)% + (y + 4)2)] .

1.4.2 Exercicios

1. Resolva a equacao diferencial dada.

r_ oylx Y
@) y =e+ 2

(b) yix + (2 Xy - X)dy =0
(©) (% - yz)dx —2xydy =0

(d) v’ = .

(e) (x2+y2)dx+(x2—xy)dy=0
dy v

(f) a_x+\/x_y' x>0, y>0

2. Mostre que a equagdo ' = ¢ homogénea e que possui, para cada ponto (x, o) do

X2 — 12
plano com yp # xp, uma tnica solugao y(x) satisfazendo y(xp) = yo.

3. Resolva a equacdo diferencial dada.

dy 2x-y+1
a:x+3y—2
dy —8x+3y+2
dx  —9x+5y—1

(a)

(b)

dy x+3y+4
© dx  4y—3x+1
dy x+y+3
@ dx ~ 2y-x+3

4. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:
(@) ¥ = y/x+ (22 /y) cos (%), y(+/n/2) = V.
(b) yxInx =y, y(3) =In81.
(©) xy’ =y +4x° cos *(y/x), y(2) = 0.

@ yy' =@-1e, y(©) = 1.
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Aula 1.5

Equacoes Exatas e Fatores Integrantes

Seja uma familia de curvas f(x, y) = ¢, onde c é uma constante e f uma funcdo diferencidvel.

Vimos do Célculo que a diferencial total de f é:

_df  df
df = adx + a—ydy

Disto segue que se f(x,y) = c, entdodf = 0.

Exemplo 1.5.1. Se f(x,y) = ¥*y° = ¢, entdo a diferencial total desta expressao é:
df = 2xydx + 3x*y*dy = 0.

Reescrevendo a equagdo acima e dividindo tudo por dx, obtemos:

dy  2xy
dx — 3x2y?
Isto é, considerando f uma fungdo diferencidvel, a uma familia de curvas f(x,y) = c sempre
d d
corresponderd uma equacdo diferencial do tipo a—idx + a—J;dy =0.

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro



Observacdo: Segue da defini¢do que se M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 é exata, entdo por (1.5.1) e

(1.5.2), existe uma fungdo F(x, y) tal que

JOF
— = M(x, y),

F
ox =N y)

JF
9y
e F(x, y) = c é a solugdo geral da equagdo ( 1.5.1).

Exemplo 1.5.2. Seja a equagdo diferencial

(9x% + 2% + 2) dx + (4xy + 12y*) dy = 0.

M(xy) NCxy)
Ela é exata. Note que se F(x, y) = 3x> + 2xy? + 4y° + 2x, entdo

JF

oF _ (9% +2y* +2) = M(x,y) e %= (4xy + 12y%) = N(x, v)

ox
Logo 3x> + 2xy? + 4y + 2x = ¢ é a solucdo geral da equacio diferencial.
8! y 8 q

Método de solugao

Antes de descrevermos o método de solugdo, precisamos analisar duas questdes importantes

com relagdo as equagdes exatas.

1. Existe uma maneira de testar se uma equagdo é exata ou nao?

2. Seuma equagao é exata, como poderemos achar sua solugdo geral, isto é, como poderemos
encontrar uma fungdo F(x, y) tal que F satisfaz a equagdo exata e F(x, y) = c é a solugdo

geral?
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3. Se uma equacdo nao é exata, é possivel modificé-la para torna-la exata?

1.5.1 Determinando se uma equacao é exata
Se F(x, y) = ¢ é uma solugdo da equacgao diferencial exata M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0, entdo

oF JF

— = — =N 1.5.
5 Moy e 5o=Ny) (153)
Suponha que M e N sdo continuas e com derivadas parciais continuas num dominio retan-

gularR: a <x <p, y <y <0ddoplano. Calculando a derivada parcial de M em relagdoa y e

de N em relagdo a x, obtemos:

PF _ oM
dyox  dy
’F _oN
oxdy  ox’
Pela hip6tese de continuidade das derivadas parciais M, e Ny, segue que as segundas derivadas
2 2
parciais mistas sdo iguais ;y;:x = ;x_apy’ isto &,
oM JN
ENR S (1.5.4)

Resumimos a ideia acima no seguinte teorema.

ON oM
Teorema 1.5.1. Sejam as fungdes M, N, 3 ° 8_y continuas num dominio retangular

R: a<x<p, y<y<bdoplano. Entdo a equagio diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 é exata
em R se, e somente se,

oM _ N

dy  ox’

Exemplo 1.5.3. Verifique que a equacdo diferencial cos (x+ y)dx+ (3y>+2y+ cos (x+y))dy = 0

é exata.

Solugdo: Note que M(x,y) = cos (x +y) e N(x, y) = (3y2 + 2y + cos (x + y)). Se a equacgdo é
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~ oM oON
exata, entdo devemos ter — = —. De fato,
dy  odx
8_M =—sen(x+y)
dy B Y
N __ n (x +vy)
Pl se ).

Portanto, a equagao € exata.

1.5.2 Determinando a solugao geral

Se a equacdo diferencial ( 1.5.1) é exata, queremos determinar uma fungédo F(x, y) tal que

dF(x,y) = M(x, y)dx + N(x, y)dy,

com
JF
o M(x, v)
(1.5.5)
JF
8_y = N(x, v)
Integrando a primeira equagado de ( 1.5.5) em relacdo a x, obtemos:
oF
adx = f M(x, y)dx
= F(x,y) = fM(x, y)dx + k(y), (1.5.6)

onde k(y) é uma constante de integragdo quando se integra em relacdo a x. Para determinar

k(y), derivamos a func¢do F em relagdo a y e igualamos a N, como na equacgéo ( 1.5.5):

JF d ,
8_y = 8_y (fM(x, y)dx) + k' (y)
— K(y) = Ny - % (fM(x, y)dx). (1.5.7)

Esta dltima equagdo determina a fungao k(y).

Exemplo 1.5.4. Resolva a equacdo diferencial cos (x + y)dx + 3y + 2y + cos (x + y))dy = 0.
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Solucdo: Ja vimos no exemplo acima que esta equagdo diferencial é exata com
M(x,y) = cos (x +y) e N(x,y) = (3y* + 2y + cos (x + y)).

Agora precisamos determinar sua solugao, isto é, uma fungdo F(x, y) tal que 8_1—" = cos(x+vy)e

dx
JF dF .
8_y = N(x, y). Integrando v cos (x + y) em relagdo a x, obtemos:

F(x,y) = f cos (x+y)dx+k(y) & F(x,y)= sen(x+y)+k(y).
Derivando a func¢do F obtida em relagdo a y e igualando a N(x, y), obtemos:

3—1; = cos (x+y)+K'(y) = 3y2+2y+ cos(x+y) & Ky = 3y2+2y & k(y) = y3+y2+c1,

onde c; é uma constante real. Substituindo k(y) na expressao de F acima, encontramos

F(x,y) = sen (x +y) + y3 + yz + c1 e, portanto, a solugao geral é:
sen(x+y)+y3+y2+c1=cz — sen(x+y)+y3+y2=c,

ondec =c; —¢y.

Exemplo 1.5.5. Ache o valor deb para o qual a equacdo diferencial (xy*+bx*y)dx+(x+y)x*dy = 0

é exata e resolva a equagdo com este valor de b.

Solucao:

Note que

M(x,y) = xyz + bxzy e Ny =x+ y)xz.

. M OJN .
Para a equagao ser exata, precisamos ter — = ——, isto ¢,

dy  dx

2xy+bx* =3x* +2xy © b=3.

Assim, vamos encontrar a solugdo de (xy? + 3x°y)dx + (x + y)x*dy = 0, isto é, encontrar uma

fungdo F(x, y) tal que g—i =M(x,y)e g—[; = N(x, y). Integrando g—i = xy? + 3x°y em relacio a x,

obtemos:
2.2

F(x,y) = f‘(xy2 + 3x2y)dx = % + x3y + k(y).
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JoF
Derivando esta tltima expressao em relagdo a y e observando que 8_y = N(x, ), temos:

z—l; = xzy+x3 +K(y) = X +yx2 = k(y)=c.

Substituindo k(y) na expressao de F, a solucgdo geral sera:

1.5.3 Fator integrante: transformando uma equacao diferencial em

exata

Exemplo 1.5.6. A equacdo diferencial —ydx + xdy = 0 ndo € exata. De fato,

oM
Mx,y)=-y = a—y——l

oN
Nx,y)=x = T =1.

oM  JON e . o . .
, a equagdo ndo é exata. Porém, note que se a equagdo diferencial for multipli-

Como B_y * or

cada por 1/x*, ela se torna

—Fdx + ;d]/ =0,
que é uma equacgao exata:
- (9M 2
M(X,y):—? = a—y:—l/x
oON 5
Nx,y)=1/x = g——l/x,

oM ON - . C 1.
e como <9_y =55 esta nova equacdo diferencial é exata.

Este tltimo exemplo nos mostra que, em geral, se a equacao diferencial
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 (1.5.8)

ndo é exata, podemos multiplicd-la por uma funcdo apropriada u(x, y), de modo que a nova
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equacao diferencial

M(x, y)u(x, y)dx + N(x, y)u(x, y)dy = 0 (1.5.9)

seja exata.

A funcao u(x, y) é chamada de fator integrante da equagdo ( 1.5.8). A equagdo (1.5.9) pode
entdo ser resolvida pelo método da equagdes exatas e suas solu¢des também serdo solucgdes da

equacdo original ( 1.5.8).

=<

Exemplo 1.5.7. Verifique que u(x,y) = = é um fator integrante para a equacao diferencial
ydx+2xInxdy =0

e entdo encontre sua solucéao.

Solugdo: Seja M(x,y) =y e N(x,y) =2xInx. Entdo

oM_, N

a—y = e g =2Inx+2
2 JON
Como %; * ox a equacdo dada ndo é exata. Multiplicando a equagdo por % temos a nova
equagdo

2
- dx+2ylnxdy =0

N

Agora se M(x, y) = y? e N, y) = 2yInx. Entao

oM 2y ON 2y

8_y=xe8x x

IM _oN - v, . -
Como —— = —— anovaequacao é exata e portanto u(x, y) = p é um fator integrante da equacao

dy  dx

diferencial original. Como a nova equagdo é exata, existe uma funcao F(x, y) tal que

o _y
ox X
(1.5.10)
oF
8_y =2ylnx
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JoF .
Integrando 8_ com respeito a x, temos:
X

F(x, y) = y*Inx + h(y)

Derivando F(x, y) em relagdo a y e igualando a N(x, y), temos:

JF ,
8_y =2ylnx+H(y)

= W(y)=0= h(y) =c¢, c=constante.

Portanto, substituindo /(y) na expressdo de F, a solugdo geral sera:
Y¥Inx=c.

Determinando fatores integrantes

Seja M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 uma equacdo diferencial ndo exata com fator integrante u(x, y).

Entido

M(x, y)u(x, y)dx + N(x, y)p(x, y)dy = 0 (1.5.11)
seja exata. Neste caso deveremos ter

oMu _ dNu - du 8_M_8_yN oON

dy  ox 8_yM+y8y_8x THox
ou
au du ON oM

Ou seja, se pudermos encontrar a fun¢do u(x,y) satisfazendo a equagdo ( 1.5.12) entdo a
equacdo ( 1.5.11) sera exata. Infelizmente a equagdo ( 1.5.12), que determina o fator integrante é
muito dificil de ser resolvida. Desta forma, procuramos fatores integrantes nos seguintes casos

especiais:
Primeiro caso: y é uma fun¢do somente em x, isto é u = p(x)

d
Se u = u(x), entdo a—; =0 eaequacgdo (1.5.12) se reduz a:

duy (oM _oN
dx dy  oIx H
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ou (& ) )
M IN
du Jy T ox
= = 1(x). (1.5.13)
N——

fungdo s6 em x

oM _ IN

Mas a equagéo ( 1.5.13) ndo tem sentido, a menos que a expressao seja uma funcao

N

somente em x. Isto é,
(3_M _ 9_N)
dy ox

= h(x)

para alguma fungdo / de uma varidvel, e a equagdo ( 1.5.13) se reduz a

du
a5 - B )

que é uma equacao de varidveis separdveis. Separando as varidveis temos que
du
— = h(x) dx
u

e integrando temos que

Inp = fh(x) dr=pu= eJ ) dx,

Concluimos entdo que a equagdo admite o fator integrante p(x) :

u(x) = e M) dx (1.5.14)

Segundo caso: i é uma funcdo somente em y, isto é u = p(y)

d
Se u = u(y), entdo 2 —0ea equacdo ( 1.5.12) sereduz a:

ox
du oM JN
a=-(5 -5
ot (aM aN)
du gy T oox
T =22 ) (1.5.15)
~——

funcdo s6 em y
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oM _ IN

. < \d 9 . .
Mas a equagdo ( 1.5.15) ndo tem sentido, a menos que a expressao % seja uma fungao

somente em y. Isto é,
IM IN
(% -%)

para alguma funcdo f de uma varidvel e a equacédo ( 1.5.15) se reduz a

du
d—y——M'f(y)

que é uma equagdo de varidveis separaveis. Separando as varidveis temos que

dy
- - _ d
y f(y) dy

e integrando temos que

Concluimos entdo que a equacdo admite o fator integrante u(y):
u(y) = e~ fy, (1.5.16)
Terceiro caso: u é uma funcao de xy, isto é, u(x, y) = u(xy)

d d
Se u(x, y) = u(t), com t = xy, entdo oF _ y-u'@) e o _y. 1’ (t). A equagdo ( 1.5.12) entdo

ox ady
se reduz a:
/ (N = _ (M 9N
x-p(OM-y-u' (N = (8y ax)u(t)
ou

oM  oN
dy (W - %)
~——
funcdo s6 em ¢
oM _ B_N)
dy

Mas a equagdo ( 1.5.17) ndo tem sentido, a menos que a expressao seja uma fungao

xM — yN
somente em t. Isto é,

-2
My 80
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para alguma fun¢do g de uma variavel, e a equagdo ( 1.5.17) se reduz a

du
a5 - H8®)

que é uma equagdo de varidveis separaveis. Separando as varidveis temos que

dy
—— =—¢(Hd
=8B dy

e integrando temos que

Inpy=- fg(t) dt = u(t) = o s dt

Conclui-se entdo que a equagdo admite o fator integrante u(xy):
u®) = e J80d onde t=xy. (1.5.18)

Resumimos a teoria dos fatores integrantes no seguinte Teorema.

Teorema 1.5.2. Seja M(x,y) dx + N(x, y) dy = 0 uma equagio diferencial nio exata.

IM _ IN
9y ox .y .
e Se (yN—x) = h(x) ( é uma fungio somente em x), entdo a equagdo admitird o fator integrante
p(x) = o) h@) dx
(%-3)
e Se % = f(y) ( é uma fungdo somente em y), entdo a equagdo admitird o fator integrante
”(y) = e_ff(y) dy
(2-2)
y  ox - - e ,
Se ———— = ¢(¥), com t = xy, entdo a equacio admitird o fator integrante
ey B A0 Y quag f s

= e [s0

Exemplo 1.5.8. Resolva o PVI

2 sen (yz)dx + xy cos (yz)dy =0, y(2) = \m/2.
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Solucdo: Vamos testar se a equacgdo diferencial é exata:

M(x,y) =2sen (y*) = oM _ 4y cos (i)

dy
ON
N(x,y) = xy cos (yz) = i Y cos (yz)
Como oM * 8_N a equacdo ndo é exata
dy = ox’ quas '
Fator integrante: Temos que
oM ON) ’ N ’
(ay ax) =4y cos (y°) — y cos (y°) = 3y cos (y°).

Assim
(%]\; - ?913\!) 3
N «x

Pelo Teorema 1.5.2, a equacdo admite o fator integrante
p(x) = of 1x = g — p(x) = 2.

Multiplicando este fator integrante pela equacio, obtemos 2x> sen (y°)dx + x*y cos (y*)dy = 0.

Vamos testar se a nova equacao diferencial é exata:

M(x,y) = 2x3 sen (yz) = 8_M = 4x3y cos (yz)

Iy
4 2 N 3 2
N(x,y) =x*ycos (y°) = §=4xycos(y)
oM L. . ~
Como 8_y = v a equagdo é exata. A seguir, encontraremos a solucao geral F(x, y) = ¢, onde
oF =Me oF = N. Integrando oF = M em relagédo a x, obtemos:
ox dy ox

F(x,y) = f 2% sen (y)dx + k(y) = %x‘* sen (y%) + k(y).

e8_F
Ay

serd F(x,y) = c, isto é, %x

D = N, temos: x*y cos (y?) + K'(y) = x*y cos (v¥¥) = k(y) = c1. Logo, a solucio geral

4 sen (yz) = c. Substituindo a condicdo inicial, y = /7t/2 para x = 2:

%16sen(n/2):c = c¢=8.
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1
Portanto, a solugdo do PVI é portanto §x4 sen (yz) =8.

Exemplo 1.5.9. Resolva a equagao
o2+ yz) dx + (6 + 3xy2 +2xy)dy =0

Solucdo: Vamos testar se a equacdo diferencial é exata:

oM
M, y)=x*+1y? = —=2
y y oy =

N(x,y) = 2° +3xy* +2xy = ‘;_2723x2+3y2+2y

M JN o
Como —— # ——, a equagdo ndo ¢é exata.

dy  ox

Fator integrante: Temos que

IM N 32 3P 4 20) = —3(2 4 1
(8y 8x)_2y (Bx* + 3y~ +2y) = =3(x + y°).
Assim
IM _ IN
&%) _,
M - .

Pelo Teorema 1.5.2, a equacgdo admite o fator integrante
uy) = e /3y =y,
Multiplicando a equacéo pelo este fator integrante, obtemos
eV (® + y?) dx + e (x® + 3xy? + 2xy) dy = 0.

Vamos testar se a nova equacao diferencial é exata:

M _ 3¢ (2% + y?) + 2ye>Y = e (3x% + 3y? + 2v)

MG y) =0 +y) = 5

N(x,y) = ¥ (® +3xy + 2xy) = %\Z = (322 + 312 + 2y)

Como — = ——, a equacdo é exata. A seguir, encontraremos a solugdo geral F(x, y) = ¢, onde

dy  Ix
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JF JF JF 3 _
> Me B_y = N. Integrando o> M em relagdo a x, obtemos:
3
F(x,y) = fecgy(x2 + %) dx + k(y) = ¥ (3 + xyz) + k(y).
JF

De 8_y = N, temos: (x> + 3xy? + 2xy) + K'(y) = V(> +3x? +2xy) = K(y)=0 =

3
k(y) = c1. Logo, a solucio geral serd F(x, y) = c, isto é, €/ (% + xyz) =coux’ +3xy? = ce™.

Exemplo 1.5.10. Resolva a equagdo
23
(3x+§) dx+(x—+ y) dy=0
Yy Yy

X

Solucdo: Vamos testar se a equacdo diferencial é exata:

6 oM 6
M, y)=3xx+- = —=-—
y y dy ¥
x2 3y ON 2x 3y
N(X,y)—?-i-? = a—g-;

oJx

J
Como 8_y # ——, a equagao nao ¢ exata.

Fator integrante: Temos que

MU () () ez

dy ox |\ 2 y a2 x2y?
¢ 2 3 3
23 6 2x°y -3
xM—yN=x(3x+é)—y(x—+—)=x+xy y‘
Yy y x Y
Assim
IM _ 9N
(W_W)_ 1

TR S (t)
tM-yN xSV

Pelo Teorema 1.5.2, a equacgdo admite o fator integrante

p(t)y=e St dt =t
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Multiplicando a equacéo pelo este fator integrante u = xy, obtemos

(Bx%y + 6x) dx + (x* + 3y?) dy = 0.

Vamos testar se a nova equagéo diferencial é exata:

M(x,y) = 3x%y + 6x = oM = 3x?
Iy
ON
_ .3 2 ON _ 2
N(x,y) =x"+3y~ = E 3x
M ON L. . -
Como 8_y = S a equagdo é exata. A seguir, encontraremos a solucao geral F(x, y) = ¢, onde
8_1—" =Me 8_F = N. Integrando 8_F = M em relagéo a x, obtemos:
ox dy ox

Flx,y) = f(?axzy + 6x) dx + k(y) = x3y +3x% + k(y).

JoF
De 8_y =N, temos: ¥’ +K'(y) = +3y* = K(y)=3y> = k(y) =y’ +c;. Logo, a solucio
geral serd F(x, y) = c, isto &, x3y +3x% + y3 =c.

1.5.4 Exercicios

1. Verifique se cada uma das equagdes a seguir é exata. E, caso afirmativo, resolva-a.
(@ 2x+3)+Qy—-2)y =0.
Resp: x> +3x + > — 2y = c.
(b) (3x% - 2xy + 2)dx + (6y2 -2+ 3)dy = 0.
Resp: x° — x°y +2x + 2% + 3y = c.
d ax+b
© L=t
dx bx + cy
Resp: ax? + 2bxy + cy® = k.
d ax—b
) L=-"—2

dx ~ bx—cy’
Resp: Nao é exata.

(e) (¢* sen y —2y sen x)dx + (¢* cos y + 2 cos x)dy = 0.

Resp: €* sen y + 2y cos x = c e também y = 0.

(f) (ye*’ cos 2x —2¢*Y sen 2x + 2x)dx + (xe*¥ cos 2x — 3)dy = 0.

Resp: e cos 2x +x* — 3y = c.
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(g xIny+xy)dx + (yInx +xy)dy=0 x>0,y>0.
Resp: Nao é exata.
dy

2 2 4y _
(h) xy"+y+(x y+x)dx 0

dy

ax 0

(i) e* sen y +2x + (¢* cos y + 2y)

dy
. Xy 2xy_=
G) eV(1 +xy) +x% I 0

(1) (2x cos y—e")dx —x* sen ydy =0

(m) (3x2y2 + sen x)dy + (2xy3 +ycosx)dx =0
2. Resolva os seguintes problemas de valor inicial

(@) (2x —y)dx + 2y —x)dy =0, y(1) = 3.
Resp: ¥* —xy + y* = 7.

(b) (9% +y —1)dx — (4y — x)dy = 0, y(1) = 0.
Resp: 3x° + xy — x — 2> = 2.

3. Mostre que qualquer equacdo separavel,
M(x) + N(y)y’ =0,

é também exata.

4. Mostre que as equagdes a seguir ndo sdo exatas, mas se tornam exatas quando multipli-

cadas pelo fator integrante dado. A seguir, resolva cada equagdo.
(@) ¥y +x(1+1y7)y =0, ulx,y) =1/xy’.
Resp: x> + 2In|y| — y™2 = c e também y = 0.

(b) ( —2¢™ sen x) dx + (

Resp: €* sen y + 2y cos x = c.

cos y +2e7* cos x
Yy

sen y

)dy =0, ulyy =ye

(c) ydx +(2x —ye')dy =0, u(x,y)=y.
Resp: xy? — (y* — 2y + 2)¢’ = c.

(d) (x+2)sen ydx+xcos ydy =0, u(x,y)=xe.

Resp: x°¢* sen y = 0.
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) P+ -xdx-ydy=0; plxy)=E+y?)"
5. Para as equacdes diferenciais abaixo, ache um fator integrante e resolva a equacao.

(a) (3x2y + 2xy + y3)dx + (y2 + xz)dy =0.
Resp: u(x) = e, Bx%y + 1) = c.
b) ¥ =¥ +y-1.
Resp: u(x) = e*, y = ce* + 1 + .
(c) dx + (x/y — sen y)dy = 0.
Resp: u(y) =y, xy+ycosy— seny =c.
(d) ydx + (2xy — e ?)dy = 0.
Resp: u(y) = e?/y, xe*¥ —In|y| = c e também y = 0.
(e) e*dx + (¢* coty + 2y cscy)dy = 0.
Resp: u(y) = sen y, " sen y + > = c.

2 d
(H (3x+§)+(x— +3g)_y =0.
y y x| dx
Resp: u(x,y) = xy, Xy + 3 + y° = c.
dy
2 —-_X— =
(g) x*+2y S 0
2

x dy
(h) xe"+xlny+y+(? +xlnx+xseny)E =0
(i) ydx + Qxy —e )dy =0

43 3 3x
G) (—+—)dx+(—+4 )d =0
J 2y 2 y)ay
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Aula 1.6

EquacOes Lineares de primeira ordem

Exemplo 1.6.1. A equagdo diferencial y’ + %y =1 é linear com p(x) = 1/2 eq(x) = 1.

Exemplo 1.6.2. A equacdo diferencial y’ +5y* = sen x ndo é linear.

1.6.1 Método de solugao

A equagao diferencial linear de primeira ordem

d
S+ p@y = 4 (162)
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pode ser resolvida com ajuda de um fator integrante. Reescrevendo ( 1.6.2) na forma

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

isto é
(p(x)y —q(x)) dx +dy =0 (1.6.3)
temos que
oM
M(x,y) = p(x)y —q(x) = E p(x)
Nx,y)=1 = %:0

M JN
Como —— # ——, aequacdo ( 1.6.3) ndo é exata.

dy = ox

Fator integrante: Temos que

(a—M - a—N) = p(x)

dy  dx
Assim

(3-2)

% = p(x)

Pelo Teorema 1.5.2, a equagdo ( 1.6.3) admite o fator integrante

u) = el PO .
Multiplicando a equacéo ( 1.6.2) por este fator integrante, obtemos
d

efp(x) dx d_z + p(x)y . efp(x) dx _ q(x) . efp(x) dx (164)

O fato importante da equacao ( 1.6.4) é que o lado esquerdo pode ser escrito como
d d
[ ax &Y el de = L () o[ p dx
e P +px)y-e P (y e )

Portanto a equagao ( 1.6.4) ficard

di (]/ . ng(X) dx) = g(x) - efp(x) dx
X
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Integrando temos

y.efp(x)dxz fq(x)_efp(x)dxdx+c

Portanto a solucdo da equacao ( 1.6.2) é

y=e" Jp) dx [f g(x) - el PO dx gy 4 (1.6.5)

Teorema 1.6.1. A equagio diferencial linear de primeira ordem

Y +px)y = q(x)

(x) dx

admite um fator integrante u(x) = el e a sua solugio geral é

y:e‘fp(X)dx[fq(x)‘efp(x)dxdx+c

Observacgao. Nio é necessdrio memorizar esta formula. Para resolver a equagdo diferencial linear,

Yy +p@y =q(x)
(1) calcule o fator integrante p(x) = el P dx,

(2) multiplique a equagdo pelo fator integrante e isto transformard o lado esquerdo da equagio em
d
(v-e Jre ),

dx

(3) integre para achar a solugdo geral.
Exemplo 1.6.3. Resolvay’ + % =3cos2x, x>0.

Solugdo: A equacdo diferencial é linear.

. 1
Fator integrante: e 1dx — plnx _

Multiplicando a equacgao pelo fator integrante temos:

xy’ + y = 3x cos 2x.
———

Ly
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Portanto,

d
a(xy) = 3x cos 2x.

Integrando, temos:

3fxc052xdx

xy =
(integracdo por partes)
=xy = 3{%xsen2x—%fsen2xdx}+c
=xy = 3{%xsen2x+ic052x}+c

Portanto, a solugao geral é:

—ésen2x+§ cos2x ¢
¥=3 4

x.
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Exemplo 1.6.4. Ache a solucdo do problema de valor inicial y' + 2y = e e y(0) = 3/4.

Solucdo: A equacdo diferencial é linear.

O fator integrante sera:

[,l(X) — edex — er.

Multiplicando a equagéo pelo fator integrante temos

Xy +2ye* = ¢~
—_——
Sey)

Portanto,

d
a(ezx y) = ¢

Integrando, temos:

Xy = fexdx

=¥y = f+c

Portanto, a solugao geral é:
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Substituindo a condigdo inicial: 3/4 = ¢ + 1. Logo ¢ = —1/4 e a solucdo do PVI é
y=-025e"% + ¢,
Exemplo 1.6.5. Resolva a equagdo diferencial xy’ + (x + 1)y = x.

Solucdo: A equacdo diferencial ndo estd na forma de uma equacao linear. Precisamos dividir

1 1
tudo por x, obtendo a equagdo equivalente y’ + %y = 1 na forma linear com p(x) = S
g(x) = 1. O fator integrante sera:
{J(X) — ef(l+%)dx — ex+lnx = xe~.
Multiplicando a equacéo pelo fator integrante temos:
xe*y + (x + 1)e*y = xe*
& ey)
Portanto,
d X X
a(xe y) = xe
Integrando, temos:
xe'y = f xe* dx
(integracdo por partes)
=>xe'y = xe"—fexdx
=>xe'y = xef—e+c.
A solugdo geral é:
_ecet 1 41
YT TR
que é a solugdo geral da equacgao diferencial linear.
Exemplo 1.6.6. Seja y1 = y1(x) uma solugdo da equagao
Y +py =0 (1.6.6)
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e seja o = y2(x) uma solugdo de

Y +pR)y = q(x). (1.6.7)
Mostre que y = y; + y» também é solucdo da equagado ( 1.6.7).

Solugdo: Para mostrar que a fungdo v = y; + 1> é solugdo da equagdo ( 1.6.7), devemos mostrar

que ela satisfaz a equacdo diferencial. De fato,

(1 +92) +p@ +y2) = q()
PPN+ +p®y2 = q(x)
0+ +p)y2 = q(x)

q(x) = q().

1.6.2 Exercicios

1. Ache a solugao geral das seguintes equacdes diferenciais lineares de primeira ordem:

(@) v +3y=t+e 2 Resp: y=ce™ +(t/3) —1/9 +e .
(b) y +y=te' +1. Resp: y=ce™" +1+t27/2.

() ¥ —2y =3¢'. Resp: y = ce® — 3¢

(d) v/ +2ty =2te™” Resp: y = 2" +ce .

(e) 2y’ +y = 3t. Resp: y = ce /2 + 3t — 6.

(f) ¥ +y=5sen2t. Resp: y =ce™' + sen 2t — 2 cos 2t.

(8 v —(tgty = cost.
du  x%¢“+u
(h) =

dx ~ x
(i) y?dy + ydx = xdy

() y -4y =2x -4

(k) xdy+ (y— senx)dx =0
2. Resolva os problemas de valor inicial abaixo,

(@) v —y =2te*, y(0) = 1. Resp: y = 3¢’ +2(t — 1)e*.

(b) ty +2y =t>—t+1,y(1) =1/2,t > 0. Resp: (3t* — 4> + 61> + 1)/12¢°.
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(© v -2y =e",y(0) =2. Resp: y = (t + 2)e*.
(d) t3y’ + 4t2y =et y(=1) =0. Resp: y = —(t + 1)e‘t/t4.
(e) ¥ —(tgtyy= cost, y(0) =1.

dy tgt t
- — = secC
) a 7®

y(0)=0
d
I x—2
(g) dx x
y(e) =0
Considere o PVI

, 1
y+zy=t y0)=-1

Ache as coordenadas do ponto de minimo local da solugao. Resp: (t, y) = (-2In %L, —41n g).

Considere o PVI

.2 1
y+§y=1—§h y(0) = yo.

Ache o valor de yg para o qual a solugdo toca, mas ndo cruza, o eixo Ot. Resp: yp =

—1.642876.

. Ache o valor de yg para o qual, a solugdo do PVI

Y —y=1+3sent, y(0)=yo

permanece finito quando t — oco. Resp: —5/2.

. Mostre que se a e A sdo constantes positivas e b € um niimero real qualquer, entdo toda

solucdo da equacdo

v +ay = be ™M

tem a propriedade que y — 0 quando t — oo. Sugestdo: considere os casosa = A e

a # A separadamente.

. (Equacao de Bernoulli:) Seja a equagao

¥ = f)y + g()y", (1.6.8)
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onde o # 0, o # 1 é uma constante e f e g sdo fun¢des conhecidas. Faga a mudancga de

variavel u = y'™®. Mostre que esta substituicio reduz a equagdo acima a equagio linear:
u'=01-a)f(x)u+1-a)gk).

Use o exercicio ( 1.6.8) para resolver as seguintes equagdes:

,_ 4y 2.4 4 x 2
(@ y = ?+x\/§. Resp: y = c“x* + cx lnx+z(lnx).
1

) z . —
(b) v =—xy" + ot Resp: y Y

() vy + %y =y 2 cosx, y(1) = 1.
, 1
d) v+ xzy = ;y‘*, y(-1) = -2.

Seja y = y1(x) uma solugdo da equagdo
y +p)y =0 (1.6.9)
e seja ¥ = y2(x) uma solucdo de
y +p()y = g). (1.6.10)
Mostre que y = y1(x) + y2(x) também é solugdo da equagéo ( 1.6.10).

Mostre que a equagdo diferencial i’ + p(x)y = g(x)ylny pode ser resolvida usando a

mudanca de varidvel z = Iny. Aplique este gmétodo para resolver a equagdo xy’ =

cx+2x2

2x%y + yIny. Resp: y =e

Mostre que a equagdo ( cos y)y’ +2x sen y = —2x pode ser transformada em uma equagao

linear com a mudanga de varidveis z = sen y.

(Variagdo de Parametros): Considere o seguinte método para resolver uma equagdo

diferencial linear geral de primeira ordem:

¥ +py = g(b). (1.6.11)
(a) Se g(t) = 0, mostre que a solugdo é:

y = Ae~ [t (1.6.12)
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(b) Se g(t) # 0, suponha que a solugédo é da forma
y = Ap)e [ rod, (1.6.13)

onde A é agora uma fungéo de f. Substituindo y e ¥’ na equacao diferencial ( 1.6.11),

mostre que A(t) deve satisfazer a condicado
A'(t) = g(t)e) PO (1.6.14)

(c) Ache A(t) a partir de ( 1.6.14). Substitua o valor encontrado na equacgéo (1.6.13) e
obtenha a solugdo da equagéo diferencial. Este método é conhecido por variac¢ao de

parametros.

13. Use o método de variagao de parametros para resolver a equacéo diferencial ' —2y = t%¢*,

t > 0. Resp: y(t) = ce® + t3¢* /3.

14. (Equacao de Ricatti): A equagao

y +p@)y + 9@y = f(x) (1.6.15)
é conhecida como equacdo de Ricatti.

(a) Mostre que se y1(x) e y2(x) sdo solugdes da equagdo ( 1.6.15), entdo a fungdo z(x) =

y2(x) — y1(x) é solucdo da equagdo de Bernoulli
Z + (p+2y29)z — gz* = 0. (1.6.16)
(b) Sabendo que y(x) = x é uma solugao de Ricatti
v+ 33y -2y =1,

determine as demais solugdes.
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Aula 1.7

Aplicacdes das Equacdes Diferenciais

de primeira ordem

Modelagem é o processo de escrever uma equacdo diferencial para descrever uma situagao
fisica.

Muitos fendmenos em ciéncia e engenharia envolvem relacdes entre quantidades que variam
com o tempo. E como taxas de variagdes sdo representados matematicamente por derivadas,
tais fendmenos podem ser modelados por equagdes que envolvem derivadas. Nesta aula vamos

analisar a modelagem de alguns destes fendmenos:

1.7.1 Problemas de variacao de temperatura

A Lei do resfriamento de Newton afirma que a “taxa de variacdo da temperatura de um corpo
é diretamente proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura do meio
ambiente.”

Modele este fendmeno como uma equacéao diferencial de primeira ordem e classifique-o.
e Seja T(t) a temperatura do corpo no tempo t e T, a temperatura do ambiente.
o . dT
e A taxa de variagdo da temperatura é G

e Entdo o modelo matematico para a lei de resfriamento de Newton é:

dT
5 = KT =Tu), (1.7.1)

onde k é um constante de proporcionalidade.
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e Aequacdo (1.7.1) pode ser resolvida como uma equacao diferencial linear , pois podemos
reescrevé-la como
dT

— — kT = —kT,,.
dt "

ou como uma equagdo diferencial de varidvel separdvel, pois podemos separar os varia-
veis:

= kdt.

T-Ty

1.7.1.1 Exercicios

Use a Lei do Resfriamento para responder as seguintes questdes:

1. Um corpo com temperatura desconhecida é colocado em um refrigerador mantido a
temperatura constante de 0°F. Se ap6s 20 minutos a temperatura do corpo é 40°F e apo6s

40 minutos é 20°F, determine a temperatura inicial do corpo.

2. Um corpo a temperatura de 50°C é colocado em um forno cuja temperatura & mantida
a 150°C. Se ap6s 10 minutos a temperatura do corpo aumentou em 25°C, determine o

tempo necessario para o corpo atingir os 100°C.

3. O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto. O perito da policia chegou a 1:00h da
madrugada e, imediatamente, tomou a temperatura do cadaver, que era de 34,8°C. Uma
hora mais tarde ele tomou novamente a temperatura e encontrou 34, 1°C. A temperatura
do quarto onde se encontrava a vitima era constante a 20°C. Estime a hora em que se deu
a morte, admitindo que a temperatura normal de uma pessoa viva é 36,5°C.

Resp: t = 2,24 horas.

4. Um termOmetro é retirado de uma sala e colocado do lado de fora em que a temperatura
é de 10°C. Depois de 1 minuto a leitura do termometro é de 15°C e apds 2 minutos 12°C.
Determine qual a temperatura da sala onde se encontrava o termoémetro inicialmente.

Resp: 40°C.

1.7.2 Problemas de mistura de liquidos

Ha um certo ndmero de exemplos comuns que podem ser classificados como “problemas

de misturas” cuja configuragdo € a seguinte:
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e Temos um reservatodrio (piscina, lago, oceano) de liquido (4gua, gés) que tem alguma

substancia (poluigdo, sal) dissolvido nele.

e O reservatério comeca com um volume inicial Vj e hd uma quantidade inicial de subs-

tancia yo no reservatorio.

e Temos uma determinada quantidade de liquido E(f) entrando no reservatério com um
certo concentracgdo k(t) da substancia e uma determinada quantidade de liquido saindo

S(1).

e Partimos do principio de que a substancia é uniformemente e perfeitamente misturados
no reservatorio, podemos perguntar a quantidade y(t) de substancia que permanece no

reservatorio apés tempo t.

¢ Evidentemente, a quantidade de liquido entrando ou saindo podem ser constantes (ou
seja, ndo dependem de tempo), e de igual modo a concentragdo do liquido entrando

também poderia ser uma constante.

Modele este fendmeno como uma equacéao diferencial de primeira ordem e classifique-o.

e Seja V(t) o volume total do reservatério em tempo ¢, com volume inicial V

e Seja y(t) a quantidade total da substancia no reservatdrio no tempo t, com quantidade

inicial yo

e Como a concentragdo da substancia entrando no reservatério é k(t) e taxa de entrada do

liquido no reservatorio é E(t), entdo

a taxa de entrada da substancia taxa de entrada concentragdo da substancia

no reservatorio no tempo t do liquido no liquido na entrada

E@t) - k(t)

. . Ly
e Do mesmo modo, a concentragao da substincia no reservatoério é m e como a taxa de
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saida do liquido no reservatério é S(t), entdo

a taxa de saida da substancia taxa de saida concentragdo da substancia
no reservatorio no tempo t do liquido no liquido na saida
t
V()

e Portanto a taxa segundo a qual y(t) estd variando com o tempo serd a taxa liquida:

dy a taxa de entrada da substancia a taxa de saida da substancia

dt no reservatorio no tempo ¢ no reservatorio no tempo ¢

E®) - ko) - 560 20

e Reescrevendo a equacdo na forma padrao temos:

dy s¢t)
E—W'V—E(f)'k(f)

que é uma equagcao diferencial linear.

Exemplo 1.7.1. Um tanque com capacidade de 400 L contém inicialmente 100 L de dgua
salgada com 50 kg de sal. Agua salgada contendo 1 kg de sal por litro entra no tanque a uma
taxa de 5 L/min, e a 4gua misturada no tanque flui para fora a uma taxa de 3 L/min. Quanto

sal conterd o tanque quando estiver cheio de dgua salgada?

Solucdo: Seja y(t) a quantidade se sal no tanque no tempo .

a taxa de entrada de sal taxa de entrada concentragao de sal
no tanque no tempo ¢ de 4gua salgada no fluxo de entrada
5L 1kg ‘
- (1min) ' (E) = Skg/min

Como agua salgada entra no tanque a uma taxa de 5 L/min e sai a uma taxa de 3 L/min, em

tempo t teremos um volume total de (100 + 2¢)L de d4gua no tanque.
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a taxa de saida de sal taxa de saida concentragdo de sal

no tanque no tempo ¢ de dgua salgada no fluxo de saida

(3L )( y(hkg )_ 3y

Tmin) \ (100 + 26T ) = 100 + 28/ ™"

Portanto a taxa segundo a qual y(t) estd variando com o tempo serd a taxa liquida:

dy a taxa de entrada de sal a taxa de saida de sal
dt no tanque no tempo ¢ no tanque no tempo ¢
3
5_ ¥
100 + 2t
ou
dy 3
— + cy=5 i
ar T100+2t Y tneat
El = efﬁ dt _ egln(100+2t) = (100 + 2t)3/2
Logo

% [¥(100 + 26)*?] = 5(100 + 2t)*2

Integrando temos que

y(100 + 2t)*/2

5 f (100 + 21)%/2 d¢

5(100 + 2£)5/2
522 €
(100 + 282 + C

Portanto,

y =100 + 2t + C(100 + 2£)7/2,

Quando t = 0, y = 50 = 50 = 100 + C(100)">/? = C = ~50000.
Logo,
y =100 + 2t — 50000(100 + 2¢)>/2.
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Precisamos mais 300 litros de 4gua salgada para o tanque ficar cheio. Mas a cada minuto entra
2 litros de 4gua salgada no tanque. Portanto o tanque estard cheio em 150 minutos.

Isto é, quando t = 150.

y = 100 +2(150) — 50000(100 + 300)~3/2
=100 + 300 — 50000(400)~3/2

= 400 — 50000(20)~3

= 400 - 6,25 = 393,75kg

Portanto o tanque contera 393,75 kg de sal quando estiver cheio de dgua salgada.
1.7.2.1 Exercicios

1. Um tanque contém inicialmente 100 litros de dgua fresca. Despeja-se entdo 4gua contendo
1 . . . . .

5 kg de sal por litro no tanque, em uma taxa de 2 litros por minuto, e deixa-se a mistura
escoar na mesma taxa. Ap6s 10 minutos, interrompe-se o processo e adiciona-se dgua
fresca numa taxa de 2 litros por minuto, com escoamento da mistura a mesma taxa.

Determine a quantidade de sal no tanque ao fim de 20 minutos.

2. Um tanque contém inicialmente 60 L de d4gua pura. Agua salgada contendo 1 kg de sal
por litro entra no tanque a uma taxa de 2 L/min, e a solugdo (perfeitamente homogénea)

deixa o tanque a uma taxa de 3 L/min; o tanque esta vazio depois de 1 hora.
(a) Ache a quantidade de sal no tanque depois de t minutos

(b) Qual a quantidade maxima de sal alcangada no tanque?

3. Um tanque contém inicialmente 100 L de dgua salgada com 1000 gramas de sal. Agua
salgada contendo uma concentragdo de sal de (1 + 0,05 sen t) gramas por litro entra no
tanque a uma taxa de 2 L/min, e a solugdo (perfeitamente homogénea) deixa o tanque na
mesma taxa. Seja y(t) a quantidade de sal no tanque no tempo .

Escreva uma equagdo diferencial para y e resolve ela para encontrar y explicitamente

como uma fungao de .

4. Um tanque contém inicialmente 50 L de 4dgua salgada com 500 gramas de sal. Agua

salgada contendo 100 gramas de sal por litro entra no tanque a uma taxa de 2 L/min, e
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a solugdo (perfeitamente homogénea) deixa o tanque a uma taxa de 6 L/min . Seja y(t) a
quantidade de sal no tanque no tempo ¢.
Escreva uma equacgédo diferencial para y e resolve ela para encontrar y explicitamente

como uma fungao de t.

5. Um tanque contém 1000 L de dgua salgada com 15 kg de sal dissolvido. Agua pura entra
no tanque a uma taxa de 10 L/min. A solugdo é mantida bem misturada e sai do tanque

na mesma taxa. Quanto sal permanece no tanque
(a) depois de t minutos?

(b) depois de 20 minutos?

1.7.3 Modelagem de populacao
Vamos modelar o fendmeno de crescimento da populagdes.
Modelo simples
e Seja P(t) o nimero de individuos em uma populacdo no tempo .

e A populagdo ird mudar com o tempo. De fato a taxa de variacdo de P sera devido a

natalidade (que aumenta P) e a mortalidade (que diminui P). Isto é

a taxa de variagdo a taxa de a taxa de

P no tempo t natalidade mortalidade

e Vamos supor que todos os individuos sdo idénticos na populacdo e que a taxa de nata-
lidade média per capita, 7, e a taxa de mortalidade média per capita, m, sdo constantes

positivos. Isto é

nimero de nascidos vivos por ano

= 1. i —_
r = taxa de natalidade per capita tamanho da populacao

ndamero de ébitos por ano

m = taxa de mortalidade per capita = famanho da populacao

e Entdo o niimero total de nascidos vivos na populacdo no ano t é rP, e o nimero total de

mortes da populagdo no ano t é mP.
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dp
e Portanto a taxa de varia¢do da populagdo, T é dado por

%:rp—mpz(r—m)P:kP,

onde k = (r — m).

Portanto, a populagdo cresce a uma taxa proporcional ao seu tamanho, isto satisfaz a equacao

diferencial
dP

5 =K (1.7.2)

onde k é chamado coeficiente de taxa de crescimento relativo, isto é, a taxa de natalidade menos
a taxa de mortalidade.

A equagdo ( 1.7.2) é de varidvel separdvel com solucao
P(t) = Py €. (1.7.3)

Podemos deduzir as seguintes conclusdes de ( 1.7.3):

e Nao estamos interessados em valores negativos de P, pois representa o tamanho da po-

pulacéo.

e a populacdo ird crescer se k > 0 o que acontece quando r —m > 0 ou seja, quando a taxa

de natalidade per capita, , excede a taxa de mortalidade per capita m.

e Se k < 0, ou de forma equivalente, r < m entdo mais pessoas morrem em média do que

nascem, de modo a que a populagdo ird encolher e (eventualmente) ficar extinta.

1.7.4 Problemas de crescimento e decaimento

Seja a equagdo diferencial

/

y = ky. (1.7.4)

Se y = y(t), depende do tempo, esta equagdo diz que a taxa de variagdo de y é proporcional a y.
Esta quantidade aumenta se k > 0 e diminui se k < 0.

A variavel y pode modelar:

e 0 tamanho de uma populagdo
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e a quantidade de uma substancia radioativa (neste caso k < 0 é a taxa de decaimento).
¢ a quantidade de dinheiro investido. Neste caso, k é a taxa de juros.
e etc.

Como visto anteriormente, esta equagdo diferencial 1.7.4 é uma equacdo a varidveis sepa-

raveis cuja solucdo é y(t) = ce*.

Exemplo 1.7.2. Calcule o rendimento do capital R$10.000,00 investidos por 5 anos a uma taxa

de juros anual de 5%.

Solucio: A constante k = 0.05 e portanto, a solucgio é y = ce®®

. Como a condigéo inicial
y(0) = 10000, segue que y() = 10000e"%". Apés uma aplicagio de 5 anos, o capital aumenta
para:

y(5) = 10000e°%*> = 12.840, 25,

isto é, o capital rendeu R$2.840,25.

Exemplo 1.7.3. O Suddrio de Turin é conhecido por ser o manto funerdrio de Jesus Cristo. Estd
preservado para exposicdo na Catedral San Giovanni Battista em Turin desde 1578. Trés testes
independentes de datagdo feitos em 1988 reveleram que a quantidade de carbono 14 do manto
estaria entre 99,119% e 99,275% da quantidade encontrada em um tecido novo equivalente.

Como podemos usar esses dados para determinar a idade do suddrio?

Solugdo: Este é um tipico problema de decaimento radioativo, onde a taxa de decaimento (y”)
é proporcional a quantidade do seu material (ky) a cada instante t. Para o carbono 14, sabe-se
que a constante de proporcionalidade é k = —0,00001216. Assim, a equagdo diferencial que
modela o problema é v = —0,00001216y, cuja solugao é y = ce*001216! ' Chamamos vy = y(0)
a quantidade inicial de carbono 14 no sudério e substituindo na soluc¢do, achamos o valor da

constante c:

—0,00001216x0

y(0) = ce =c=1o,

isto é, a solucdo é y = yoe_0'00001216t. Como dito no enunciado, a quantidade de carbono 14 em
1988 era de 99,119% do valor inicial yp. Quanto tempo levou para a quantidade de carbono
14 decair de yp para 0.99119y,? Substituindo estes dados na equacédo e resolvendo-a para a
variavel tempo t:

0.99119yq = ye 200012168 — ¢ = 727 71anos,
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isto é, o suddrio deve ter sido fabricado por volta do ano 1260. Desta forma, fica provado que

nunca poderia ser usado como manto funerario de Jesus Cristo.
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Aula 2.1

Equacdes Diferenciais de segunda

ordem

Exemplo 2.1.1. A equagdo diferencial y”’ = 2xyy’ + e~ é uma equagdo de segunda ordem,

porém ndo é linear por causa do termo 2xyy’.

Exemplo 2.1.2. A equacdo diferencial y’ = 2xy’ + ey é uma equagdo de segunda ordem

linear.
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Exemplo 2.1.3. A equagdo diferencial y” = 2xy +e¢™* é uma equagdo de segunda ordem linear.

Exemplo 2.1.4. A func¢do ¢(x) = e* é solugdo da equagdo y"’' —1/2y’ —1/2y = 0. De fato, a

fun¢do ¢(x) é infinitamente diferencidvel e ela satisfaz a equacdo pois e —1/2¢* —1/2¢* = 0.

Exemplo 2.1.5. A funcdo ¢(x) = x° definida em (0, +o0) é solucdo da equagdo

" _ 1 /\2 5
V'=gaW)r g

De fato, a fungdo ¢(x) é infinitamente diferencidvel. Vamos verificar se ela satisfaz a equagao

diferencial:

6x = L(3xz)2 + Ex3 = 6x=x+5x = 6x=06x.
9x3 x2

Exemplo 2.1.6. Seja o seguinte PVI

y' +5y +6x=0
y(0) =2
y'(0) = 3.
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Verifique que a fungdo ¢(x) = 9¢™* —7e™>* é solugao deste PVI. De fato, a funcdo ¢ é pelo menos

duas vezes diferencidvel e satisfaz a equacdo diferencial:
36e72 — 63¢7 — 907 +105¢ > + 547 — 427 =0 = 0=0.

Além disso, a fungdo ¢ satisfaz as condigoes iniciais: $(0) =9 -7 =2e¢’(0) = -18 + 21 = 3.

Estudaremos métodos para resolver a equagdo ( 2.1.1) somente quando p(x) e g(x) forem
constantes. Estes métodos poderdo ser generalizados para equagdes diferenciais lineares de
ordem superior.

Como néo é possivel achar uma solu¢do da equacéo ( 2.1.1) de forma simples e/ou apenas
por inspe¢do, vamos estudar as condi¢des que garantem que a equagdo (2.1.1) tenha uma

solucéo.

Teorema 2.1.1. [Teorema de Existéncia e Unicidade] Seja o problema de valor inicial:

y' +p®)y + 9y = r(x).
y(x0) = Yo
Y (x0) = y1.
Considere p(x), q(x) e r(x) fungdes continuas num intervalo [a, b]. Se xo € [a,b] e se yo e y1 forem

niimeros reais quaisquer, entdo a equacdo ( 2.1.1) tem uma e somente uma solugdo y(x) no intervalo

[a,b].

Exemplo 2.1.7. Dado o problema de valor inicial

”+1 "+x L
y 3y =2
y(2) =0

y,(z) = _11
~ 1 1 . " . ~
onde as fungodes p(x) = Y g(x) = xer(x) = 2 estido definidas no dominio [1,5]. Entdo, como

as fungoes p(x), q(x) e r(x) sdo continuas no seu dominio e 2 € [1,5], o teorema de existéncia e

unicidade nos garante que existe UMA e SOMENTE UMA solugédo y(x) do problema de valor
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inicial definida no intervalo [1, 5].

2

Exemplo 2.1.8. Mostre que y = x“ sen x e y = 0 sdo ambas solugdes de

Py’ —dxy + (% +6)y =0,

e que ambas satisfazem as condicoes y(0) = 0 e y'(0) = 0. Serd que isto contradiz o Teorema
da Existéncia e Unicidade de solu¢bes? Note que as condigdes iniciais sdo calculadas no ponto

x = 0 e neste ponto as fungdes p(x), 4(x) er(x) ndo estdo definidas. Logo, o teorema ndo se aplica.

2.1.1 Exercicios
1. Determine o intervalo de maior amplitude dentro do qual o problema de valor inicial
proposto tem uma tinica solugdo. N&do encontre a solugéo.
(@) xy” +3y=x,y(1) =1ey'(1) =0. Resp: ]0, +oo[.
(b) (x—-1)y”" = 3xy +4y = senx, y(-2) =2ey'(-2) = 1. Resp: | — o0, 1].
(c) x(x —4)y" +5xy" +4y =3, y(B) =0e y'(3) = —1. Resp: ]0,4[.

(d) x=3)y" +xy +(nlxl)y =0, y'(1) =1ey() =0. Resp: ]0,3].
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Aula 2.2

Equacoes diferenciais lineares
homogéneas de segunda ordem -

Solucao geral

Estamos interessados em encontrar a solugdo geral da equacao diferencial linear homogénea

de segunda ordem:

Y +p)y +q(x)y =0, (2.2.1)
Sabemos da Aula 2.1 que um problema de valor inicial com a equagéo ( 2.2.1) contém duas
condigdes iniciais:

v +p)y +9®)y =0, yxo)=yvo, Yy (x0)=11

Neste caso, uma solugéo geral deve envolver duas constantes arbitrarios. De fato, este é o caso.
Mais ainda, vamos ver que existem duas fun¢des diferentes que podemos combinar para criar
uma solucao para uma equacao linear de segunda ordem. A técnica dependera do principio de

superposicao
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2.2.1 Principio da Superposicao

Teorema 2.2.1. [Principio da Superposi¢do] Se y1(x) e ya2(x) sdo duas solugdes da equagio
homogénea ( 2.2.1), entdo

y(x) = c1ya(x) + c2y2(x) (2.2.2)

é também uma solugdo para quaisquer constantes reais ci € .

Demonstragio. Como y1(x) e y2(x) sdo solugdes de ( 2.2.1) temos que

vy +p@)y; +qx)y1 =0 (1)
vy +px)y, +q(x)y2 =0 )

Substituimos y = c1y1(x) + c2y2(x) na equagdo homogénea:

(11 + 1)+ p)(e1yn () + c22(0)) + g@E1ya () + c2a()) =

cryy +coyy +p)(ciyy + c2yy) + q)(ciyr + c2y2)

c1 (i +p()y; +q()y1) +e2 (v5 + p()y; + q(x)y2)

-0 de () =0 de
c1 X0+ %0

= 0

Portanto y = c1y1(x) + c2y2(x) € uma solugado de ( 2.2.1). [ |

Da Algebra Linear, a solucdo (2.2.2) é chamada de combinacéo linear das solugdes y1(x) e
y2(x). O principio da superposicdo diz que qualquer combinacao linear de duas solugdes da

equacdo homogénea é também solugéo.

Observacao. Dadas duas solugdes vy e yo da equagio

¥ +p)y +q(x)y =0, (2.2.1)
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podemos construir infinitas outras solugdes da forma

y(x) = c1ya(x) + cay2(x) (2.2.2)

fazendo ¢ e ¢y percorrer todo o conjunto R, isto é,

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

tem a forma da solugdo geral de (2.2.1).

Portanto, uma pergunta surge: “Se y; e y, sdo solugdes de (2.2.1), serd que a expressdo
(2.2.2) é a solugdo geral? Isto é, serd que todas as solugdes de (2.2.1) podem ser escritos como
uma combinacdo linear de y; e ¥, ou algumas solugdes tém uma forma totalmente diferente”?
Veremos a seguir que a equagdo ( 2.2.2) serd solugdo geral se as solugdes y; e v, satisfizerem

uma determinada propriedade.

Defini¢do 2.2.1. Dizemos que duas solugdes y; e y, formam um conjunto fundamental de
solugdes de (2.2.1) se qualquer solugdo de (2.2.1) pode ser expressa como uma combinagdo

linear de v, e y».

Teorema 2.2.2 (Teorema da solugdo geral). Sep e g sio fungoes continuas no intervalo aberto
I =(a,b) ese y e yy sio duas solugdes da equagdo diferencial linear homogénea:

, Y +p)y +q(x)y =0 (2.2.1)
satisfazendo

W(y1, y2)(x0) = y1(x0)y5(xo0) — y;(x0)y2(x0) # 0

para algum ponto xog € I, entdo qualquer outra solugio de (2.2.1) no intervalo I pode ser escrito

unicamente da forma

Y =C1Y1 + C2Y2.

A expressio y = c1Yy1 + c2l2 é chamado de solugdo geral da equagio diferencial linear de sequnda

ordem homogénea.
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Demonstragdo. Sejam y1(x) e y2(x) duas solugdes da equagdo ( 2.2.1) no intervalo I e seja Y uma
outra solugdo em I. Escolha um ponto xg € I. Pela Teorema de Existéncia e Unicidade (Teorema

2.1.1) sabemos que existe uma e somente uma solugdo y(x) da equagao (2.2.1) tal que

y(x0) = Y(xo)
¥ (x0) = Y'(x0)

(2.2.3)

Portanto se pudermos mostrar que a solugdo da forma

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

satisfaz as condigdes iniciais ( 2.2.3), entdo teremos que Y(x) = c1y1(x)+c2y2(x) é um combinagao
linear de y1(x) e y2(x). Portanto queremos mostrar que é possivel escolher constantes c; e c; tais

que:

y(x0) = yo

c1y1(xo) + c2y2(xo)

Y (x0) = Y

c1y4 (xo0) + cay5(xo0)

Para encontrar as constantes cj e ¢y, precisamos resolver o sistema. Usaremos o método de

Cramer:

y1(x0) Yo

/

Yi(x0) g

Yo ya2(xo0)

Yo Ys(xo)
1 = e C) =

y1(x0)  y2(xo)
y1(x0)  y5(xo)

y1(x0)  y2(xo)
y1(x0)  y5(xo)

Portanto podemos resolver por c; e ¢, sempre que o denominador

y1(x0)  ya(xo)

= y1(x0)y5(x0) — y;(x0)y2(x0) # 0
yi(x0)  y5(xo0)

W(yll ]/2) =

Portanto sempre podemos expressa qualquer solugdo de (2.2.1) como uma combinagdo linear

de y1 e y2 se W(y1, y2) # 0. ]
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Exemplo 2.2.1. Considere a equagao diferencial

2x%y” +3xy’ —y=0, x>0

1/2

Mostre que as fungdes y; = x'/* e y, = x™' formam um conjunto fundamental de solugdes e

escreva a solugdo geral.
Solugao:

® 11 e Y sdo solugdes pois

—x3/2 -1/2
2 / X X 12 _(_1.3 12 _
2x7y, +3xy1—y1—2x( 1 )+3x( > )—x/ —(—§+§—1)x/ =0.

22y + 3xyh — yp = 22 (2x_3) + 3x (—x‘z) —x1=@4-3-1x =0

e Para mostrar que y; e y, formam um conjunto fundamental de solugdes, calculamos o

Wronskiano de y; e y2 :

_x_ -
’ ’ —1/2 -2
Vi Y, ¥ 2 —x 2 2 2Va3

we| v Yol el ap_ 3 ap_ 78

Como W # 0 parax >0, v, y» forma um conjunto fundamental de solucdes e a solugao geral
é dada por

2
y=c1y1 +cayy = ox? + ~

onde c1, ¢ sdo constantes.
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2.2.2 Wronskiano e Independéncia Linear

Definicdo 2.2.3 (Independéncia linear). Dizemos que duas fungées reais y1(x) e y2(x) sdo line-
armente independentes no intervalo (a,b) se ndo é possivel escrever uma delas como miiltiplo
da outra, isto é, ndo existe c € R que satisfaca a relagdo y1(x) = cya(x). Se duas fungdes ndo sdo

linearmente independentes, dizemos que elas sao linearmente dependentes.

Observacao. Outra maneira de demostrar dependéncia linear é provar que podemos ter
c1y1(x) + cay2(x) = 0

para todo x € (a,b) com c; e c3 nido ambos nulos.

xz, x>0

Exemplo 2.2.2. Seja y1(x) = x* e yp(x) = xlx| = ) . Mostre que y; e y, sdo
—x°, x<0

linearmente independentes em IR.

Solugdo: Suponha que y; e y; sdo linearmente dependentes em RR, isto é
2
c1y1(x) + c2y2(x) = c1x” + cpxlx| = 0
sendo que ¢ e ¢ ndo sdo ambos zeros. Colocando x = 1 e x = —1 temos o sistema

c1+c=0

cg—c=0

Resolvendo o sistema temos que ¢; = c; = 0, uma contradi¢do a nossa hipétese. Portanto y; e
2 sdo linearmente independentes em IR.

O préximo resultado carateriza independéncia linear em termos do Wronskiano.
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Teorema 2.2.3. Sejam y; e y» fungdes derivdveis no intervalo aberto (a, b).
(1) Se y e y2 sdo linearmente dependentes em (a, b) entdo W(y1, y2)(x) =0 Vx € (a,b)

(2) Se W(y1, y2)(xo) # 0 para algum xo € (a,b) entdo y; e y sdo linearmente independentes em

(a,b).

Demonstragio. Observe que a segunda afirmacdo é a contra-positiva da primeira, entdo vamos

demonstrar a primeira.

Suponha que as fungdes y; e y» sdo linearmente dependentes no (a,b). Entdo para todo
x € (a,b) temos que

y1(%) = cy2(%)

Portanto o Wronskiano é

cy2(x)  ya2(x)
cyp(x)  yh(x)

() ()

, , = cya(x)y5(x) = cy5(x)y2(x) = 0.
yi (%) yr(x)

W(yll ]/2) =

O préximo resultado é muito importante pois ele d4d uma férmula simples para o Wronski-

ano.

Teorema 2.2.4 (Férmula de Abel). Sejam p e q fungdes continuas em um intervalo (a, b). Sejam

Y1 e Yy solugdes da equagdo diferencial
¥’ +p@)y +q(x)y = 0. (2.2.1)
Entdo o Wronskiano W(y1, y2)(x) é dado pela férmula

W(yll yZ)(x) =C- e_fp(X) dx
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Demonstragdo. Pela definicao,
W=y, =2 > W =y + iy —yiv2 —yivh = W =iy — vy
Como y; e y sdo solugdes de ( 2.2.1), entdo:

Y @) +p)y; + 9y =0 e yy (x) + p()ys +q(x)y2 = 0.

¥ (@) = —px)y; —q@)y1 e ¥y (x) = —p(x)y; — 9(x)y2.

Substituindo y;’ e ¥ na expressao de W’, obtemos:

W’ = y1(=p()y5 = 4(x)y2) = ya(=p()y; = 9()y1)-
Colocando p(x) e g(x) em evidéncia na equagdo acima, temos:
W = p()(=1y5 + y217) + 9 (=v1y2 + y1y2) — W' =—pW
Resolvendo a equacao diferencial para o wronskiano W, temos

W=-pW — W)= ce™ J Pex

Exemplo 2.2.3. Calcule o Wronskiano das duas solugdes da equagao
Xy’ —xy +(cosx+eSm¥)y =0, x>0.

Solugdo: Como x > 0, podemos reescrever a equacdo diferencial na forma padrao

1 2 senx\) _
y —;y+;(cos x+e )—0

Portanto p(x) = —%. Logo pela Férmula de Abel temos que

W=c. e JP@dr = o of (D) dx = ¢ plnx = oy
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Teorema 2.2.5 (Teorema do Wronkiano). Se y1(x) e y2(x) sdo duas solucdes da equagio

homogénea ( 2.2.1) definidas em (a, b), entdo seu Wronskiano é:

W(y1,y2)(x) =0, Vxe€(a,b).

ou

W(y1, y2)(x) #0, Vx € (a,b).

Demonstragio. Pela Formula de Abel temos que
W(_x) =C- e_fp(x) dx

e Sec=0,entao W=0, Vx € (a,b).

e Caso contrdrio, se c # 0, W # 0, Vx € (a,b), pois W é uma exponencial e esta nunca se

anula.

Para resumir a teoria, podemos relacionar todos os resultados sobre conjunto fundamental
de solugdes, wronskianos e independéncia linear da seguinte forma: sejam y; e y» solugdes
da equagdo homogénea

Yy +p@y’ +qx)y =0.
As seguintes quatro afirmagdes sdo equivalente:
e As fungdes y; e y, formam um conjunto fundamental de solugdes no intervalo I.
e As fungdes y; e i, sdo linearmente independentes em I.
e W(y1, y2)(x0) # 0, para algum xg € I.

e W(y1,y2)(x) # 0, paratodo x € I.

2.2.3 Exercicios

1. Calcule o Wronskiano dos seguintes pares de fungdes:
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(a) &%, 32, Resp: —;et/z.

(b) cost, sent. Resp: 1.

() e, te™. Resp: e,

(d) ' sent, e cost. Resp: e

(e) cos?6, 1+ cos?26. Resp: 0.

Verifique que v (f) = t* e y»(t) = ¢! sdo duas solugdes da equacio diferencial >y’ —2y = 0
para t > 0. Entdao mostre que y(t) = c1t> + c2t~! é também uma solugao desta equagio para

quaisquer cj e .

Mostre que y(x) = c; sen x+c> cos x é uma solugao geral de y”’ +y = 0 em algum intervalo .

A seguir, ache a solugdo do PVI para o qual y(0) = 2e y'(0) = 3. Resp: y = 3 sen x+2 cos x.

/2

Verifique que y; = 1 e y» = x!/? sdo solugdes de yy” + (y')*> = 0, para x > 0. Mostrar

1/2

entdo que c1 + cox /'~ ndo é em geral solugdo desta equagdo. Por que ndo? Isso contradiz o

teorema da existéncia e unicidade de solugdes para equagdes lineares de segunda ordem?

Resp: A equagdo ndo é linear.
Se o wronskiano W de f e g é 3¢™* e f(x) = ¢**, ache g(x). Resp: 3xe** + ce™.
Se o wronskiano W de f e g é x%¢* e f(x) = x, ache g(x). Resp: xe* + cx.

Se W(f,g) é o wronskianode fe geseu =2f — gev = f +2g, ache o wronskiano W(u, v)
de u e v em termos do wronkiano W(f, g) de f e g. Resp: 5W(f, g).

Se W(f,g) =xcosx— senx,eseu=f+3gev=f— g ache o wronskiano W(u,v) deu e

v. Resp: —4(x cos x — sen x).

Em cada uma das alineas abaixo, verifique que as fun¢des dadas y; e vy, sdo solugdes da

equagdo diferencial. Elas formam um conjunto fundamental de solu¢des?

(@ vy’ +4y =0, y1(x) = cos 2x, y2(x) = sen 2x. Resp: Sim.
(b) ¥y’ -2y +y =0, y1(x) = €5, ya(x) = xe*. Resp: Sim.
(@ Py —x(x+2)y +(x+2)y=0, x>0, y1(x) = x, y2(x) = xe*. Resp: Sim.

O wronkiano de duas funcdes é W(x) = x sen 2

x. As duas fungdes sdo linearmente
dependentes ou independentes? Justifique.

Resp: Sdo linearmente independentes porque o wronkiano ndo se anula em todo ponto.
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11.

12.

13.

14.

Ache o wronskiano das duas solugdes da equagdo diferencial dada sem resolvé-la.

(@) Xy — x(x +2)y’ + (x +2)y = 0. Resp: cx’e".

(b) x*y” +xy’ + (x* —4)y = 0. Resp: c/x

Mostre que se p(x) é diferencidvel e p(x) > 0, entdo o wronskiano de duas solugdes de

[p(x)y'] +gq(x)y = 0 é W(x) = ¢/p(x), onde c é uma constante.

Se 11 e y» sdo duas solugdes linearmente independentes de xy” + 2y + xe*y = 0 e se

W(y1,y2)(1) = 2, ache o valor de W(y1, 2)(5). Resp: 2/25

Se y1 e y» sdo duas solucdes linearmente independentes de x>y — 2’ + (3 + x)y = 0 e se

W(y1,y2)(2) = 3, ache o valor de W(y1, y2)(4). Resp: 3 Ye.
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Aula 2.3

O Método de Reduc¢ao de Ordem

O Método de Redugdo de ordem é um método para converter uma equagdo diferencial
linear para uma equagéao diferencial linear de ordem inferior, e , em seguida construir a solugao
geral da equagéo diferencial original usando a solucdo geral da equagédo de inferior.

Vamos ilustrar o método de "reducdo de ordem"para equacdes diferenciais lineares homo-
géneas de segunda ordem.

Problema: Seja a equacao diferencial linear homogénea de ordem 2.

¥ +p@)y +q(x)y =0, (2.3.1)

onde p(x) e g(x) sdo quaisquer fungdes continuas definidas no intervalo (4,b). Dadas duas

solugdes y; e y» linearmente independentes desta equagéao, é facil escrever a sua solugdo geral:

y(x) = c1y1(x) + y2(x).

Porém, infelizmente ndo existe um método geral para encontrar estas solucdes LI da equacdo
diferencial ( 2.3.1) no seu caso geral.

Suponha, no entanto, que conhecemos uma das solu¢des y; da equagdo homogénea. O
que podemos fazer para encontrar uma segunda solugdo y» tal que o conjunto {y, y2} seja um
conjunto fundamental de solugdes?

Apresentamos dois métodos:

2.3.1 Meétodo 1: Usando a Formula de Abel

Neste método escrevemos o Wronskiano W[yy, y2] em 2 maneiras:
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(1) Pela definicao: Wly1, y2] = y1y5, — y2v;
(2) Pela Formula de Abel: Wy, y2] = ce™ () dx

Igualando as duas teremos uma equacao diferencial de primeira ordem de y» que podemos

resolver. Veremos este procedimento no seguinte exemplo:

Exemplo 2.3.1. Sejay; = x uma solugdo da equacdo diferencial homogénea de segunda ordem
2y +xy —y=0, x>0,

Encontre a a sua solugdo geral.

Solugdo: Primeiramente, dividimos a equacdo diferencial por x*:

//+1/_l _0
vy gy =

Seja y» a outra solugdo linearmente independente com v;.

e Pela definicdo do Wronskiano
Wiy =1 y2l = y1yy = yoyy = Xy~ 12

e Pela Formula de Abel

Wily1, y2] = ce” [p(x) dx _ ce‘f(%) dx — pp~Inx % = % (fazendo c = 1)

Igualando os dois valores do Wronskiano temos a equagao diferencial linear de 1* ordem

Wm g = o m 2y = L
Y2 yZ—x Y2 xyz_xz
Equacao é linear.
1
Fator integrante: e Jrdv = e = 2

Multiplicando a equagéo pelo fator integrante temos

1, 1 1

2T 22T s

— e
Lty
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Portanto

Integrando temos

1
o= [eha
1 1

= = i
1
:>y2 = —E

Portanto, a solugéo geral é:

1
y—y—c1x+c2§

2.3.2 Meétodo 2: D’Alembert

Seja y1(x) uma solugdo de (2.3.1) diferente de zero e assim, cy; é também uma solugao de

(2.3.1) para qualquer constante c;.

Procuramos a segunda solugdo y, de tal forma a garantir a independéncia linear das duas
solugdes 1 e 1, isto €, que y2/y1 # constante. Dai, existe uma funcado v(x) tal que y2/y1 = v(x) e
a solucdo y» serd escrita na forma:

y2(%) = v(x)y1(%).

Precisamos entdo determinar v(x) de tal forma que y, = vy; seja solugdo da equagdo (2.3.1).

Veremos este procedimento no seguinte exemplo:

Exemplo 2.3.2. Sejay; = x uma solugdo da equagdo diferencial homogénea de segunda ordem
Py’ +xy —y=0, x>0
Encontre a a sua solugao geral.

Solugdo: Primeiramente, dividimos a equagao diferencial por x2: v +1/x)y -1 /xz)y =0.
Fazendo v, = vy, uma solugdo da equagdo diferencial, substituimos v, e suas derivadas na
equagao:

’ ’ ’ 17 17 ’ ’ 7
=01 =Y, =011 +0y; =Y, =0 Y1 +01Y1+0 1 +0Y;.
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Substituindo y; = x, y; = 1 e y; = 0 na equagdo acima, temos:
==y, =v'x+v=y) =v"x+20x.

Finalmente, substituindo agora y, e suas derivadas na equagdo: diferencial y” + (1/x)y’ —

(1/x2)y =0, temos:

1 1 v v
V'x+20 + =(0'x+0)— =vx=0 = xv"+20'+0+---=0
x

x2 x x
YAYA YAYA
= 0+Z9v =0 = (U) _% (U) dx = — gdx =
X v’ X v’ X
= Inv'=Inx? = =x°= v:—L = __L
2x2 2 2x’

Logo, a solugdo geral é y = cyx + C2m

2.3.3 Exercicios
1. Em cada problema abaixo, ache uma segunda solu¢do da equacao diferencial dada, co-

nhecendo uma solugdo.

(@) xzy” +3xy' —y=0,x>0, y1(x) = x L. Resp: v = lnTx

b) x-1)y" —xy +y=0,x>1, y1(x) =e". Resp: 1p = x.

© ¥y’ +5/ =0; vy =1 Resp: y = ée‘5x

d) v -y =0; y1 =1 Resp: y =¢*

€y’ -4y +4y=0; y1=¢".  Resp:y=uxe™

(f) v +16y =0; Y1 = cos 4x. Resp: y = sen 4x
In(1 + &%) + 1)

& vy -y=0; y1 = coshx. Resp: y = coshx( T

(h) 9y" -12y' + 4y = 0; yp = >3, Resp: y = xe*
4

() ¥’y - 7xy’ +16y =0; Yy =X Resp: y = x*Inx

G) (1-2x -2y +2(1+x)y -2y =0; y1=x+1. Resp: y = x> +x +2
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Aula 24

Equacoes diferenciais lineares
homogéneas de coeficientes constantes

de segunda ordem

Vamos agora estudar as equagdes homogéneas ( 2.3.1) com coeficientes constantes, isto &,

p(x) =aeq(x) = b, onde a e b sdo constantes:
vy’ +ay +by=0. (2.4.1)

Observe que a fungio exponencial ¢'* tem a propriedade de que suas derivadas sdo todas

constantes multiplicadas por si prépria. Isto nos faz considerar a fungdo y = ¢ como uma

possivel solugdo de (2.4.1) se A por convenientemente escolhida.

2.4.1 Determinando o valor de A

Fazendo y = ¢ solugdo da equacio e substituindo y e suas derivadas iy’ = Ae™* e y” = A%e™

na equagdo diferencial ( 2.4.1), temos:

y'+ay +by = 0

= A2 +are™ +be™ = 0
=eMA2+arl+b) = 0
= A +al+b = 0. (2.4.2)
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Observe que a funcéo exponencial ¢!* nunca se anula. A equagio (2.4.2) é chamada de
equacao caracteristica associada a equagdo diferencial (2.4.1). Para acharmos o valor de A,

basta resolver a equagéo caracteristica.

—a+ Va2 -4b —a— Va2 —4b

Ay = > e Ap=— = (2.4.3)

Podemos ter trés casos para os valores de A:
e Caso 1: as raizes sdo reais e distintas.
e Caso 2: as raizes sdo complexas.
e Caso 3: as raizes sdo reais e iguais

2.4.1.1 Caso 1: raizes reais e distintas

Se as raizes da equagdo caracteristica A1 e A, sdo reais e distintas, as solugdes da equagdo
diferencial sero:

=M e = M2 244
n Y2 ( )

Observacio: E facil ver que estas duas solugdes vy e 1, sdo linearmente independentes uma

vez que

/\zx
e
% == 5= e2=M¥ £ constante.
1 e
Logo, a solugdo geral é
y(x) = 1™ + cpe (2.4.5)

Exemplo 2.4.1. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

y//+y1_2y20’

y(0)=1
y0)=1
Solugdo: A equagdo caracteristica é MP+A-2=0 cuja solugdo é: Ay = 1e A; = —2. Desta

forma, a solugao geral é:

y(x) = c1e* + cpe” .
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Substituindo as condi¢des iniciais, temos:

Cl+C2:1,

c1—2c =1

Resolvendo o sistema acima, obtemos: ¢; =1 e ¢; = 0 e a solugdo do PVI é: y(x) = ¢".

2.4.1.2 Caso 2: raizes complexas conjugadas

Neste caso, as raizes podem ser escritas na forma:
A =r+1i0 e Ar =71 —1i0,

onde i é o nimero imagindrio. Assim,

e(r+16)x

LS el@x — el’X(

cos Ox + i sen Ox).

Note que a expressdo ¢ = cos 0 + i sen 0 é conhecida como férmula de Euler. De forma

andloga:

e(r—zQ)x =X e—l@x — eI’X( cos Ox — i sen @x),

Como estamos interessados apenas em solugdes reais e

eI HiOX = o™ ((cos Ox + i sen Ox)

e 0% = % (cos Ox — i sen Ox),

entdo podemos obter y; e y, da seguinte forma:

e(r+i6)x + e(r—i@)x

Y1 = — = e cos Ox.

e(r+i9)x _ e(r—i@)x
Yo = — = "™ sen Ox.

e a solucdo geral é:

y(x) = c1e™ cos Ox + c2¢’™ sen Ox. (2.4.6)
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Exemplo 2.4.2. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

2y -4y +8y =0,
y(0) =1
y'(©0)=0

Solugdo: A equacio caracteristica é A2 —2A +4 = 0 cuja solugdo é: A; = 1+ V3ie Ay, =1- V3i.

Neste caso, a solugdo geral é:
y(x) = c1€* cos V3x + co¢" sen V3x.

Substituindo as condi¢des iniciais, temos:

=1,

c1+cz\/§:1

Resolvendo o sistema acima, obtemos: c; = 1lec, = -1/ V3. Dai, a solugédo do PVI é:

1
(x) = ¢° cos V3x — —¢* sen V3.
/ V3

2.4.1.3 Caso 3: raizes reais e iguais

Neste caso, a tnica raiz repetida da equagdo caracteristica é A = —a/2 e assim, teremos
apenas uma solucao:

— e—ax/z.

y

Precisamos determinar uma segunda solucdo y» que seja linearmente independente com a

primeira. Como ja vimos antes, fazemos v, = v(x)y; e encontramos a segunda solugao.

Exercicio 2.4.1. Prove que a segunda solucdo é y, = xe™™/2,

Exemplo 2.4.3. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

y' +4y +4y =0,
y(0) =-2
y0)y=7
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Solucdo: A equacao caracteristica é A2 + 4A + 4 = 0 cuja solucéo é: A = —2 com multiplicidade
2. Dai, a solugdo geral é:

y(x) = cre” > + coxe .

Substituindo as condi¢des iniciais, temos:

= _2/

-201+c =7

Resolvendo o sistema acima, obtemos: ¢; = -2 e ¢; = 3. Dai, a solugdo do PVI é:

y(x) = =27 + 3xe™ >,

2.4.2 Equacao de Euler-Cauchy de segunda ordem

As equagdes de Euler-Cauchy de segunda ordem sdo equagdes diferenciais do tipo:

X%y +arxy’ +agy =0 (2.4.7)
2.0

No ponto x = 0, o termo axx“y"”" da equagdo (2.4.7) se anula e por esse razdo dizemos que

x = 0 é um ponto singular para a equagao de Euler-Cauchy. Qualquer solucao de (2.4.7) estara

definida para x > 0 ou para x < 0.

O método para resolver a equagdo de Euler-Cauchy tem como principio a mudancga de

varidvel

X =e€

que transforma a equacdo numa equacao diferencial linear com coeficientes constantes nas

varidveis y e t.

ox—et:%—et—x
= dt_ =

e Pela regra da cadeia,
dy _dy de_ dy
dt dx dt “dx
ou
dy _ 1dy

- 1dr (2.4.8)
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e
Py d(dy)_dfdy
az = drl\dr) T ar\"ax
_ 4 (,dy) dx
~ dx\Tdx/ dt
d’y  dy &Py dy
B (x@JrE)'x_x a2 T Yax
ou
d’y 1 (d’y dy
w2 (5 - a) @249
Substituindo equagoes (11.8) e (11.9) em ( 2.4.7) temos
d?y dy
azﬁ + (a1 — az)a +apy = 0. (2.4.10)

que é uma equagdo diferencial de coeficientes constantes.

Exemplo 2.4.4. Resolva

Solugdo: A equacédo é do tipo Euler-Cauchy, logo fazemos a mudanca x = ¢ ou t = Inx, e

transformard a equacao para

d’y dy
@_3E+2y_0

Eqn. caracteristica:

A=31+2=0=A1=1, =2
Portanto a solucdo geral é

y= clet + C2€21L =C1x+ c2x2

pois x = ¢'.

2.4.3 Exercicios
1. Ache a solugdo geral de cada uma das equagoes diferenciais abaixo:

(@) y” +2y =3y =0. Resp: y=cie* +coe™ ",
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(b) ¥’ =2y +10y =0. Resp: y= 1€ cos 3t + cpet sen 3t.

(€ 6y -y —y=0. Resp: y=rcie’?+ce™?

3

(d) v’ +6y +13y=0. Resp: y = cie™> cos 2x + coe™>* sen 2x.

() ¥ +5y =0. Resp: y=cy+coe ™.
(f) 2y +2y +y=0. Resp: y = cie™/? cos (x/2) + coe™™/? sen (x/2).

(g) 4y” +9y =0. Resp: y =1 cos (3x/2) + ¢ sen (3x/2).

2. Ache a solucdo dos seguintes problemas de valor inicial:

@ v +y -2y=0,y0)=1,vy(0) =1.
Resp: y = ¢

(b) vy -6y +9y=0,y0) =0, y'(0) =2.
Resp: y = 2xe™.

© vy +y=0, ,y(n/3)=2ey (n/3) = -4
Resp: (1+2 \/5) cos x— (2 - \/5) sen x.

(d) v’ +3y =0, y(0) =-2,y'(0) = 3.
Resp: y = —1—¢2

e) v +8y -9y =0,y1)=1,y(1)=0.
9

Ee
) 9y’ - 12y’ +4y =0, y(0) =2, y'(0) = -1.

x—1

1
Resp: y = Ee_g("_l) +

7
Resp: y = 2¢%/% - gxez"ﬂ.
g v’ +y +1.25y =0, y(0) =3, y'(0) = 1.
Resp: y = 3¢™*/% cos x + ge_"/z sen x

. Ache a equacdo diferencial cuja solucéo geral é y(x) = c1e? + ce™.
Resp: y' +y — 6y =0.

. Ache a equacio diferencial cuja solugio geral é y(x) = cre™"/% + cpe ™.
Resp: 2y +5y" + 2y = 0.

. Considere o problema de valor inicial:

4y +12y +9y =0, y(0)=1, y(0)=-4.
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—3x/2 —3x/2

(a) Ache a solugdo deste problema. Resp: y =e¢ - gxe

(b) Determine onde a solugdo é zero. Resp: x = 2/5.

(c) Determine as coordenadas (xo, o) do ponto de minimo.Resp: xo = 16/15 e yy =
_5,-8/5
3 .

(d) Mude a segunda condigéo inicial para y’(0) = b e ache a solu¢do como uma fungéo

de b. A seguir, ache o valor critico de b que separa a solugdo na sua parte positiva da

parte que pode ser negativa. Resp: y = ¢™*/% + (b + 3/2)xe /2

6. Ache a solucao do problema de valor inicial
’7 _ _ § 4 — _E
y'-y=0 yO =7 yO=-7

Calcule o seu valor minimo no intervalo 0 < t < 2.

1
Resp: v = Zet +e!. Minimoéy = lemt =In2.

7. Ache a solugdo do problema de valor inicial

2y -3y +y =0, y(0) =2, y'(0) = 5

Calcule o seu valor maximo e o ponto onde a funcao se anula.

t/2

Resp: y = —¢' + 3¢//2. Maximo é y = Z emt=1InO/4)ey=0emt=1In9.

8. Considere o problema de valor inicial:
4" +4y +y=0, y0) =1, ¥y (0) =2

(a) Ache a solugao deste problema.

Resp: y = e/ + gxe_"/z.

(b) Determine as coordenadas (to, o) do ponto de méximo.
Resp: xo =8/5e yp = 5e74/5,

(c) Mude a segunda condigéo inicial para y’'(0) = b > 0 e ache a solu¢do dependente de

b.

2b+1
Resp: y = ¢™/% + — xe /2.
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(d) Determine as coordenadas (fy, ym) do ponto de méximo em termos de b. Descreve
como os valores de tj1 e yp quando b cresce.

Resp: xp = %, ym=(1+ 2b)e_2b/(25+1). Xy — 2 e yy —> oo quando b — oo.

9. Ache a solucdo do problema de valor inicial

y' -y -2y =0, y(0) = a, y'(0) =2.

Ache o valor de a para que a solugdo tenda a zero quando t tende a infinito.

Resp: a = -2

10. Ache a solugdo do problema de valor inicial

47 -y=0, y(0)=2  y(0) =8

Ache o valor de f para que a solugdo tenda a zero quando ¢ tende a infinito.

Resp: g = -1

11. Considere o problema de valor inicial:
y'+2y +6y=0, y0) =2, y'0)=ax>0.

(a) Ache a solugao deste problema.

2
Resp: y = e (2 cos V5x + 2 ;

(b) Ache a paraque y =0 quandot=1.
Resp: a = 1.5086.

sen \/5x).

(c) Ache, como uma funcdo de a, o menor valor positivo de x para o qual y = 0.

245

1
Resp: x = % arctg(—m).

(d) Determine o limite da expressdo da alinea (c) quando @ — oo. Resp: x = 7/ V5.

12. Para cada uma das equagdes diferenciais abaixo, determine:

(a) O valor de a, se existir, para o qual todas as solugdes tendem a zero quando t — oo.

(b) O valor de a, se existir, para o qual todas as solu¢des ndo nulas se tornem ilimitadas

quando t — oo.
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iy ' —QRa-1)y +a(a-1)y=0.
Resp: y — 0 para @ < 0. y se torna ilimitado para a > 1.
iy +G@-ay -2a-1y=0.

Resp: y — 0 para @ < 1. Ndo existe a para o qual a solucéo se torna ilimitada.

13. (Reducdo a primeira ordem.) Faca a substituigdo u = i’ nas equagdes diferenciais abaixo

e, a seguir, resolva-as.

(@) ¥*y” +2xy —1=0,x> 0.
Resp: v = cix V40 +Inx.

®) xy"+y =1,x>0.
Resp: y=ciInx+cy +x.

(C) y// + x(yl)Z —

2

Resp: y(x) = — arctg(x/cz) + 0.

(d) y'+y =€
Resp: y(x) = e (—c1 —x—=1)+

14. (a) Considereaequagao y’+2ay’ +a*y = 0. Mostre que as raizes da equagio caracteristica

sdo A1 = Ay = —a. Portanto, uma solugdo é y; =™

(b) A teoria do Wronskiano nos diz que

2ax

Wy, y2) = Y1y — y1y2 = cre™",
onde ¢; é uma constante.
(c) Use a alinea anterior para mostrar que a segunda solugdo é y(x) = xe™™

15. Encontre a solugdo geral das seguintes equag¢des de Euler-Cauchy:

dy

y - B V1 3/2

(a) 4x? 2 4xa +3y=0 Resp: y = c1x7/ + cox

d?y d
(b) x 6xd—‘z =0 Resp: y = c1 + cox”

2 d]/
(c) »* Bxd— +4y =0 Resp: y=(c1 +c2 In x)x?

zdz.‘/ dy _ -

(d) x T2 + xdx +4y =0 Resp: vy =c¢1 cos (2Inx) + ¢z sen (2Inx)
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Aula 2.5

Equacoes diferenciais lineares

nao-homogéneas de segunda ordem

Considere a equacdo diferencial linear ndo-homogéneas de segunda ordem

Y +p)y +q(x)y = gx) (2.5.1)

onde g(x) # 0.

Teorema 2.5.1. Suponha que Y1(x) e Yo(x) sdo duas solugoes de ( 2.5.1) entdo suas diferengas

Y(x) = Y1(x) - Ya(x)

¢é uma solugio da equacdo homogénea correspondente

¥’ +p@)y +q(x)y = 0. (2.2.1)

Se, além disso, y1 e Y2 forma um conjunto fundamental de solugoes de ( 2.2.1), entdo

Y1(x) = Ya(x) = c1y1(x) + coy2(x).
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Demonstragdo. Vamos provar que Y(x) = Y1(x) — Y3(x) é uma solugdo de ( 2.2.1):

Y +p(x)Y +q(x)Y

Y{ =YY+ p() (Y] = Y5) + () (Y1 = Y2)
(Y7 +p@)Y] +q)Y1) = (Y5 +p)Y) +q(x)Y2)

8(x) —g(x) =0

Portanto Y1 (x) — Y2(x) é uma solugdo de (2.2.1) e como {y1, y2} forma um conjunto fundamental

de solugdes de ( 2.2.1) temos que

Y1(x) = Ya(x) = cry1(x) + coya(x).

Teorema 2.5.2 (Teorema da solucado geral). Dado uma solugio y,(x) da equagdo diferencial
ndo-homogénea

Y +p)y +q()y = g(x) (2.5.1)
entdo a solugdo geral da equagdo ( 2.5.1) é da forma
y(x) = yp(x) + c1y1(x) + c2y2(x) (2.5.2)

onde v e Yy sdo duas solugdes linearmente independentes da equagdo diferencial homogénea corres-

pondente

Y’ +p)y +q(x)y = 0. (2.2.1)

Demonstragio. Sejam y(x) e y,(x) duas solugdes de ( 2.5.1) entdo pelo Teorema 2.5.1 temos que

y(x) = yp(0) = cry1(x) + c212(%)

Portanto

y(x) = yp(0) + c1y1(x) + c212(%)
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Observagao. Chamamos y. = c1y1(x)+c2y2(x) a solucio complementar e y,(x) uma solugio particular.

Portanto a solugdo geral da equagdo ( 2.5.1) é da forma

Y(x) = ye(x) + yp(x)

Isto é, para determinar a solugdo geral da equagdo linear ndo-homogénea ( 2.5.1), seguimos 0s 3 passos:
1. Determine a solugido geral y. = c1y1(x) + c2y2(x) da equagido homogénea correspondente ( 2.2.1).
2. Determine uma solugdo particular y,(x) da equagdo diferencial ndo-homogénea ( 2.5.1).

3. Escreve a solugdo geral de (2.5.1)

Y(x) = ye(x) + yp(x)

2.5.1 Solugdes particulares

As duas préximas se¢des vamos discutir duas métodos para determinar uma solugdo par-

ticular y, da equacéo diferencial linear ndo homogénea de segunda ordem.

2.5.1.1 Meétodo de Variacao de parametros

Considere a equacao diferencial linear ndo-homogéneas de segunda ordem

¥ +p)y +q(x)y = gx) (2.5.1)

onde g(x) # 0.

O método inicia-se supondo conhecidas duas solugdes linearmente independentes y;(x) e

y2(x) da equacdo homogénea associada

¥’ +p@)y +q(x)y = 0. (2.2.1)

Hipétese: Procuramos uma solucado particular da equagdo ( 2.5.1) da forma:

Yp(x) = u1(x)y1(x) + uz(x)y2(x) (2.5.3)
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onde u1(x) e up(x) sdo funcdes a determinar, satisfazendo a
u1 () y1(x) + up(x)y2(x) = 0 (2.5.4)
Derivando ( 2.5.3) temos

_ ’ ’ ’ ’
Yp = Wty +uyl2 + Uzl

u1y; + 2y, usando (2.5.4)

Derivando y,, temos
" ’ ./ ’7 ’r ./ ’7
Yy = ulyy +uyy +ugys + uay;

Substituindo y,, y, e y, na equagao (2.5.1) e efetuando algumas simplificagdes obtemos

ulyy + p()y; + q@yal +ualyy + p(y; + q()y2] + uiy; + uyy, = g(x)

e como Y e Y sdo solugdes da (2.2.1), as expressdes entre colchetes na tltima igualdade sao

iguais a zero e portanto

Uiy + uyy2 = g(x) (2.5.5)

Juntando as equagdes ( 2.5.4) e ( 2.5.5) temos o sistema linear nas varidveis ] e u) :

o
g(x)

7’
Uy

U1 +upy2 =0 nov2 ||
/ Ou / ’
Uiy + uyys = g(x) Vi Y

Usando a Regra de Cramer deduzimos que

, —128(x) —128(x)
U = - — = (2.5.6)
Vv, — vy Wy, v2)
= 1gx)  yigl) 257)

iy, —Viy2 Wy, y)

onde W(y1, y2) é o Wronskiano das fungdes y; e 1, que por hip6tese é diferente de zero.

Podemos determinar as duas fungdes u1(x) e uz(x) integrando os resultados em (12.6) e (12.7).
Resumo do Método:

Para resolver y” + p(x)y’ + q(x)y = g(x)
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(1) Encontre o conjunto fundamental de solugdes {y1, 2} da equagdo homogénea associada.

Portanto a solu¢do complementar é y. = c1y1 + 212

(2) Calcule o Wronskiano W(y1, y2)

(3) Determine u; e uy, integrando os resultados em (12.6) e (12.7).
(4) Uma solugéo particular € y, = uiy1 + uzyp.

Exemplo 2.5.1. Resolve a equagdo

vy’ -3y +2y=¢€"senx

Solugio:

e Determine duas solugdes i na equacdo homogénea:
Equacdo caracteristica: A2=31+42=0=2A1=1edy =2.
Portanto y; = ¢* e i = ¢* e a fungdo complementar é

Ye=c1e + cpe?

hd W(yl/ yz) =

e Observe que g(x) = ¢* sen x. Agora

3x
—128\X —e”" sen x
up = yg(): 3 = — sen Xx.
W(y1, y2) e3x
Integrando temos que u1(x) = cos x.
2x
18X e~ sen x _
o 8@ =¢ " sen x.

B W(yll yZ) - e3x

e—x
Integrando temos que uy(x) = —7( Cos X + sen X).
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e Uma solugdo particular é dada por

Yp = Ur1lh +u2l2
—X
= ¢ cosx-— 7( cos x + sen x)e>

1
= e“cosx-— Eex( COS X + sen Xx)

1
= Ee"( COS X — sen Xx)

Portanto a solugéo é

1
y=cie + 6™ + Eex( COs X — sen X)

Exemplo 2.5.2. Use o método de variagdo de pardmetros para achar a solugdo geral da equagao
de Euler-Cauchy

2y’ +xy +y= sec(Inx), x>0.

Solugdo: Equacio é do tipo Euler-Cauchy, logo fazendo a mudanca x = ¢/, transformara a

equagdo para a forma

Ty, - ®) (2.5.8)
qp ty = sec 5.

e Determine duas solugdes L.I da equagdo homogeénea associada a equagéo (12.8).

Equacao caracteristica: A2 +1=0= A = +i. Portanto as duas solu¢des L.I sdo

y1= cost e Y= sent

t t
e W(y1, y2) = A cos (1) sen ) = cos 2(t) + sen ?(H) = 1

vi Y, —sen (t) cos ()

e Observe que g(t) = sec (t). Agora

,_ ~yg8() _ —sen(f)sec(t) _
T Wy 1 =8l

Integrando temos que u1(t) = In( sec (t)).

o= y1g(x)  cos (f) sec (t)

= = =1
2 Wy, y2) 1

Integrando temos que ux(t) = t.
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e Uma solugdo particular é dada por

Yp = Ui1lh +u2l2

In( sec (t)) - cos (t) +t- sen ()

In( sec (Inx)) - cos (Inx) + Inx - sen (Inx)

Portanto a solugéo é

Yy =c1 cos (Inx) + cz sen (Inx) + In( sec (Inx)) - cos (Inx) + Inx - sen (Inx)

Exemplo 2.5.3. Considere a equacdo diferencial

Q-xy"+xy -y=1-x

(a) Verifique se y1 = €* e y» = x sdo solugées da equacdo homogénea correspondente.

(b) Use o método de variacdo de parametros para determinar a solucdo geral da equagdo nado

homogeénea.
Solucao:

(a) y1 e y2 sdo solugdes da equagdo homogénea associada pois

A-x)y] +xy;—y1=(1-x)(") +x(e)—¢e" =0

A=x)yy) +xy5 =2 =(1-x)(0)+x(1)—x=0
Portanto y; e y» sdo duas solugdes.

(b) O Wronskiano de y; e y7 :

X

i Y
i Y

W = =—¢" —xe* =(1—-x)e"

et 1
Para use o método de variagdo de parametros colocamos a equacdo na forma padrdo

dividendo por (1 - x) e temos
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O método de variagdo de parametros fornece uma solugdo particular da forma y, =

u1Yy1 + uzyr onde

, . —1g(t) -x  1-x-1 . e*

W) T -0 -ne  © T T1-x

e’ : <
Integrando temos que uq(x) = —e™* + f 1dx (este integral ndo tem uma forma

fechada)
oy = y18(x) 3 er 1
27 Wy, ) (1—x)e8  1-x
Integrando temos que us(x) = —In(1 — x).

Uma solugdo particular é dada por

Yp = Ui1lh +u2l2

—X e_x X 1
= (—e +fx_1dx)'e —In(l1-x)-x
e

—X

= —1+e"fx_1dx—xln(1—x)

Portanto a solucao geral é

—X
y:clex+czx—1+exfxe_1dx—xln(1—x)

Observacdo. O Exemplo 2.5.3 mostrou que em usando o método de variagio de pardmetros podemos
encontrar integrais muito dificeis de resolver. Além disso, determinar as solugdes vy, e y, da equagio

homogénea com coeficientes varidveis também pode ser uma tarefa muito drdua.

2.5.1.2 Meétodo de Coeficientes a determinar

O método de coeficientes a determinar ¢ um método para determinar a solugdo particular

yp da equagdo diferencial linear ndo-homogeéneas de coeficientes constantes

v +py +qy = gx) (2.5.9)

quando f(x) tem a forma especial, envolvendo somente polindmios, exponenciais, senos e

cossenos.
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1° Caso: Quando a funcao g(x) = ap +a1x + Bmx% + -+ a,x".

Admitiremos como solugéo particular a fungdo
]/P(x) =Ap+Aix+ A2x2 oo+ Apx”

Modificacdo: Se alguma parcela de y, coincide com termos de y. entdo esse y, devera ser

multiplicado por x° onde s é o0 menor inteiro positivo que elimina essa coincidéncia.
Exemplo 2.5.4.

(a) Determine o solucdo geral da equacdo y”’ — 5y + 6 = 2x* — 1

(b) Resolve o problema de valor inicial v’ + 2y’ = 12x*, y(0) =0, y'(0) = 1.
Solucao:

@)y’ -5y +6=2x*-1

Célculo de v, :
AM=2=y =6
Eqn carateristica: A2 —51+6=0= e
Ar=3=1p = e
Portanto
Yo = 1% + e™
Calculo de y, :

Como g(x) = 2x* — 1, assumimos a solugio particular
Yp = Ax* +Bx + C.

Como nenhum termo de y, coincide com termos de ¥, ndo precisamos modificar y,.

Para determinar os constantes A, B, C, substituirmos v, na equacéo diferencial:

y;,=2Ax+B, y;’=2A
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Substituindo na equagdo temos que

2A —5(2Ax + B) + 6(Ax* + Bx + C)

= (6A)x* + (6B — 10A)x + (2A — 5B + 6C)
Comparando os coeficientes temos que
1
6A=2 = A= 5

6B -10A =0 ﬂBz%:§

2A-5B+6C=-1 =C=

6

Portanto

N

X 5 5
W39ty

Solucdo geral é

Yy = Yet+Yp

):2 5x 5
2x 3x
= (e cre

b))y’ +2y = 12x2

Célculo de y, :
A1:O:>y1:eox:1
Eqn carateristica: A242A=0= e
Ay=-2=2p=e™
Portanto
Yo =c1 + e
Calculo de y, :

Como g(x) = 12x, assumimos a solugio particular

yp=Ax2+Bx+C.
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Mas temos um termo constante em y, e um termo constante em y., logo modificamos
Yyp pela multiplicamos por x assim eliminamos o termo constante. Portanto a expressao
coreto de y, é

Yp = Ax® + Bx* + Cx

Para determinar os constantes A, B, C, substituirmos y, na equacéo diferencial:
Yy, =3Ax* +2Bx+C, y, =6Ax+2B

Substituindo na equagdo temos que

6Ax + 2B + 2(3Ax* + 2Bx + C) 12x2

= (6A)x* + (6A + 4B)x + (2B + 2C) 12x2

Comparando os coeficientes temos que

6A=12 =A=2

6A +4B =0 =>B=—%=—3

2B+2C=0 =C=-B=3

Portanto

Yp = 2x° — 3x% + 3x

Solucao geral é

<
|

Yet+lYp

26 4 23 322 + 3x

c1 +coe
Agora usamos as condig¢des inciais para determinar c; e c; :

—2x

Y(x) = 1 + e +2x° = 3x% +3x = ' (x) = 2006 + 6x% — 6x + 3
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y0) =0 = c1+c2=0
y0)=1 = -20+3=1

Resolvendo temos que ¢; = —1 e c; = 1. Portanto a solugdo do PVI é

y=-1+e%+2x> -3 +3x

2° Caso: Quando a fungio g(x) = .

Admitiremos como solugdo particular a fun¢ao
yp(x) = A

Modificagdo: Se y, é uma das solugdes de y. entdo esse y, deverd ser multiplicado por x* onde

s é o menor inteiro positivo que elimina essa coincidéncia.
Exemplo 2.5.5.

(a) Determine a solugdo geral da equagdo vy’ — 7y + 12y = 3e™*

(b) Determine a solucdo geral da equacdo v’ — 7y + 10y = 8¢

(c) Resolve o problema de valor inicial y” — 4y’ +4y = 8¢, y(0)=1, y'(0)=5
Solucao:

@y’ -7y +12y =3¢

Célculo de y, :
M=3=y = &
Eqn carateristica: A2-71+12=0= e
M=4=1p= e
Portanto
Ye = 016 + e
Calculo de y, :

Como g(x) = 3¢™, assumimos a solugdo particular

yp = Ae.
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Como y, € uma das parcelas de y,, ndo precisamos modificar y,.

Para determinar o constante A substituirmos v, na equagéo diferencial:
y,=—Ae, y =A™
Substituindo na equagdo temos que

Ae* +7AeF +12Ae™ = 3¢

= 20Ae™* = 3¢

3
A=—
AT
Portanto
— 3 —X
=50
Solucao geral é
Yy = Yty
3
3x 4x |, Y —x
cre™ + o6 + e
(b) y” -7y + 10y = 8>
Célculo de v, :
M=2>= Y1 = €2x
Eqn carateristica: A2 —71+10=0= e
A =5= Yo = e
Portanto
Yo = 016 + cpe™
Calculo de y, :

Como g(x) = 8¢*, assumimos a solugao particular
yp = Ae*.

Mas temos que ¥y, coincide com uma das parcelas de y., logo modificamos y, pela mul-

tiplicamos por x assim eliminamos este coincidéncia. Portanto a expressao coreto de y,
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yp = Axe™

Para determinar os constantes A substituirmos y, na equacédo diferencial:
Yy, = Ae® + 2Axe%, y, = 4Ae* + 4Axe™
Substituindo na equagdo temos que

4AEF + 4Axe™ — 7Ae® — 14Axe®™ + 10Axe™ = 8e*

= —3A¢” = 8¢&
8
>A = —-
3
Portanto
Yp = —gxez"

Solucdo geral é

Yy = YetYp

8
= 16 + e +2x° — gxezx

@y’ — 4y +4y = 8>

Célculo de v, :
M=2=y = e
Eqn carateristica: A2—4)+4=0= e
Ay =2 =y = xe™
Portanto
Yo = 16 + coxe®™
Calculo de y, :

Como g(x) = 8¢%*, assumimos a solucio particular
yp = Ae™.

Mas temos que y, coincide com uma das parcelas de y., logo modificamos y, pela multi-
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plicamos por x e temos

yp = Axe™

Observamos que o modificado y, ainda coincide com uma das parcelas de y., entdo
multiplicamos de novo por x e assim eliminamos este coincidéncia. Portanto a expressdo
coreto de y, é

yP — Ax2€2x

Para determinar os constantes A substituirmos y, na equacédo diferencial:
L= 2Axe™ + 247%™,y =2Ae™ + BAxe™ + BAx e
Yp Yp

Substituindo na equagdo temos que

2A6% + 8Axe™ + 4AX? ¥ — 4(2Axe% + 2AX%eF) + 4AX% e = 8eF
= 2Ae” = 8
=A =4
Portanto
yp — 4x2 eZX

Solucdo geral é

Yy = Yet+Yp

= 16 + oxe® + 4x?e™
Agora usamos as condigdes inciais para determinar c; e c; :
— 2\ ,2x / _ 2x 2\ ,2x
y(x) = (c1 + c2x + 4x%)e™ = Y/ (x) = (c2 + 8x)e™ + 2(cy + cox + 4x%)e

y0)=1 = ¢ =1
yY0)=5 = 2c+c=5

Resolvendo temos que ¢; = 1 e c; = 3. Portanto a solugdo do PVI é

y = (1+3x + 4x)e*
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3° caso: Quando a funcdo g(x) = sen (kx) ou cos (kx).

Admitiremos como solugdo particular a fun¢ao
Yp(x) = A sen (kx) + B cos (kx)

Modificacdo: Se alguma parcela de y, coincide com termos de y, entdo esse y, devera ser

multiplicado por x° onde s é o menor inteiro positivo que elimina essa coincidéncia.

Exemplo 2.5.6. Resolver as seguintes equagoes:

(@) y”’ —4y + 3y =3 sen (2x)

(b)y” +y=4senx

Solucao:

(@) y” —4y +3 =3 sen (2x)

Célculo de y, :
M=1=y=¢
Eqn carateristica: A2 —4A+3=0= e
Ar=3=1p = &
Portanto
Yo = cr6” + e™
Calculo de y, :

Como g(x) = 3 sen (2x), assumimos a solucado particular
Yp = A sen 2x + B cos 2x.

Como nenhum termo de y, coincide com termos de ¥, ndo precisamos modificar y,.

Para determinar os constantes A, B substituirmos y, na equagao diferencial:

Yy, =2A cos 2x - 2B sen2x,  y, = —4A sen 2x — 4B cos 2x
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Substituindo na equagdo temos que

(—4A sen 2x — 4B cos 2x) — 4(2A cos 2x — 2B sen 2x) = 3sen 2x

= (-A+8B)sen2x + (—B—8A) cos2x = 3sen2x

Comparando os coeficientes temos que

-A+8B = 3 A -3 24
=>A=— e B=—
B+8A = 0 65 65
Portanto
= —i sen 2x + % Ccos 2x
=765 25
Solucao geral é
Yy = YetYp

16" + o™ — %( sen 2x — 8 cos 2x)

b))y’ +y=4senx

Célculo de v, :
A =i
. 1= COS X
Eqn carateristica: AM+1=0=> e = Y
‘ Y2 = senx
Az = -1
Portanto
Ye = C1 COS X + Cp sen x
Calculo de y, :

Como g(x) = 4 sen x, assumimos a solugdo particular

Yp = Asenx+ B cosx.

Mas temos o termo sen x estd em y, e em ¥, logo modificamos y, pela multiplicamos

por x assim eliminamos esta coincidéncia Portanto a expressdo coreto de y, é

Yp = Ax sen x + Bx cos x
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Para determinar os constantes A, B, substituirmos Yp Na equagao diferencial:
y; =Asenx + B cos x + Ax cos x — Bx sen x

Y, =2A cos x — 2B sen x — Ax sen x — Bx cos x

Substituindo na equagéo e simplificando temos que
2Acosx—2Bsenx = 4senx

Comparando os coeficientes temos que

Portanto

Yp = —2x cos x

Solucao geral é

Yy = Yet+Yp

€] COS X + Cp sen X — 2x COS X

4° caso: Quando a fungao g(x) = gi(x) + - - - gu(x) sendo que g;(x) é um polinémio (1°

caso), ou exponencial (2° caso) ou seno ou cosseno (3° caso).

Admitiremos como solugado particular

Yp(X) = Yp, + - Yp,

onde yy, € a solugdo associado a g; respectivamente.
Exemplo 2.5.7. Resolver as seguintes equagoes:
(a) y// _ 9]/ — er + 5e3x

2x

(b)y" —y=3senx—e™+1

Solucao:
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(a) v’ — 9y = ¥ + 5>

Célculo de v, :
Al =3= Y1 = €3x
Eqn carateristica: A2—9=0= e
/\2 =-3= Yo = 6_3x
Portanto
Yo = 1€ + e
Calculo de y, :

Como g(x) = e + 5¢%*, a solucdo particular é da forma:

Yo = Yy T Yp,

onde
Yp, éuma solucdo particular de y” — 9y =¢* e

Yp, € uma solugao particular de y”’ — 9y = 5¢>*.

Do 3° caso acima, temos que yp, = —%ez" e Yp, = 29(63" .
Portanto
yp = —%ezx + gxesx
Solucao geral é
y = Yt
016> + cpe™3 — %ezx + gxe3"

2x

b)y" —y=3senx—e+1

Célculo de v, :

M=1=y =¢€
Eqn carateristica: A2 ~1=0= e

M=-1=>yp=e*
Portanto
Ye = c1" + e

Calculo de y, :
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Como g(x) = 3 sen x — ¢** + 1, a solugéo particular é da forma

Yo = Yo T Yp, + Yps

onde

Yp, € uma solugao particular de ¥’ — y = 3 sen x,

Yp, € uma solucéo particular de y” —y = —¢** e

Yp, € uma solugao particular de y”’ —y =1

Dos casos 1°, 2° e 3° acima temos que

3 1
Yp = 5 SeN X, Yp, = —gezx, Yp, = -1

Portanto

Solucéo geral é

Yy = YetYp

_ 1
= 1" + e x—zsenx—gezx—l

5° caso: Quando a funcdo g(x) = g1(x) - $2(x) - - - gu(x) sendo que gi(x) é um polindmio

(1° caso), ou exponencial (2° caso) ou seno ou cosseno (3° caso).

Construimos uma solugéo particular y,(x) da seguinte forma:

(a) Escreve as solugbes particulares y,, associada a cada fungao g; sem atribuir qualquer

coeficiente,
(b) Multiplique todos os y,, em (a) para obter todos os termos distintos do produto,

(c) Insere os coeficientes a determinar na expressao na expressao em (b), um para cada termo,

assim obtemos a forma correta de y,(x).

(d) Caso um dos termos de y,(x) seja solugdo da equagao homogénea associada, multiplique

por x° onde s é o menor inteiro positivo que elimina essa coincidéncia.

Exemplo 2.5.8. Resolver as seguintes equagoes:
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@)y’ +9y = (x* +2)e*
(b)y”" =6y +9y =e¢" sen x
(©)y" -2y —3y = x> cos (3x)

Solugao:

@) v’ + 9y = (x* +2)e*

Célculo de v, :
Ay =3i 5
= cos 3x
Eqn carateristica: A>+9=0= e = 7
Y2 = sen 3x
Ay ==3i
Portanto
Ye = €1 cos 3x + ¢ sen 3x
Calculo de y, :

Como g(x) = (2 +2)e* = g1(x) - g2(x) construimos a solugdo particular da seguinte forma:

e Para gi(x) = P +2 — Yp, (x) = x*> +x +1 (sem os coeficientes)
e Para g»(x) = e —s Yp,(X) = ¢>* (sem os coeficientes)

e Multiplicamos v, e yp, :
(% +x + 1) = x2e¥ + xe¥ + &>
Temos 3 termos distintos, assim teremos 3 constantes em Yp-

Logo
Yp=(A+Bx+ Cx?)e3*

Para determinar os constantes A, B, C substituirmos Yp Na equagao diferencial:

Y, = (A+2Cx +3A +3Bx+3Cx*)¢™, ;= (2BC +3B +12Cx + 3B + 9A + 9Bx + 9Cx*)e>

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro



126

Substituindo na equagdo temos os sistema

C+3B+9A =1

19 1 1
2C+3B=0 :{A_E,B _E'C‘E
18C =1

Portanto
_ 19 1 1 21 3x
Y= (162 VAR T )e

Solucao geral é

Yy = Yet+Yp

B 19 1 1 5\ 3
= clcos3x+czsen3x+(162 27x+18x )e

(b)y”" -6y +9y =¢" senx

Célculo de y, :
3x
=e

Eqn carateristica: A2 —61+9=0= { AM=A=3 = 7

Yy = xe*
Portanto

Yo = €16 + coxe®™

Calculo de y, :

Como g(x) = e* sen x = g1(x) - g2(x) construimos a solugdo particular da seguinte forma:

e Para gi(x) =¢* — y,,(x) = €" (sem os coeficientes)
e Para g»(x) = senx — y,,(X) = sen x+ cos x (sem os coeficientes)

e Multiplicamos v, e yp, :
e‘(sen x + cos x) = ¢" sen x + €* cos x
Temos 2 termos distintos, assim teremos 2 constantes em Y.

Logo

Yp = €*(A sen x + B cos x)
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Para determinar os constantes A, B substituirmos y, na equagao diferencial:
y,=¢(Asenx+Bcosx+Acosx—Bsenx), y, =e'(2A cosx—2Bsenx)

Substituindo na equagdo temos os sistema

—4A+3B=0 3 4
=>{A
3A+4B =1

Portanto

= (i sen x + i cos x)ex
Y =\25 25

Solugdo geral é

<
Il

Yet+Yp

3 4
3x X
(c1 + cax)e™ + (—25 sen x + 75 cos x)e

Exemplo 2.5.9. Determine a funcdo complementar y.(x) e uma forma adequada para a solugao
particular y,(x) utilizando o método dos coeficientes a determinar das seguintes equagoes

diferenciais. Nao avalie as constantes em y,(x)
(@) v’ -2y — 3y = x°¢> cos (3x)
(b) " + 25y = 4x° sen (5x) — 2¢** cos (5x)
Solugao:

(a) v’ — 2y — 3y = x°e> cos (3x)

A =-1 By
Eqn carateristica: A2 -21-3=0= e N n= €3x
N=3 e
Portanto
Yo = c1e" + e
Calculo de y, :

Como g(x) = x3e> cos (3x) = g1(x) - g2(x) - g3(x) construimos a solucdo particular da

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro



128

seguinte forma:

e Para gi(x) = X — Yp, (x) = x> +x% +x+1 (sem os coeficientes)

e Para g(x) = r — Yp,(X) = e>* (sem os coeficientes)

e Para g3(x) = cos (3x) — yp,(x) = cos (3x) + sen (3x) (sem os coeficientes)

e Multiplicamos yp,, Yp, € Yp, :

(3 + 22 +x+1)e5x( cos (3x)+ sen (3x)) = %> cos (3x) +x%e>* cos (3x) +xe>*

5x 3 5x 2 eSx

cos (3x) + x°e>* sen (3x) + x 5

+e sen (3x) + xe> sen (5x) + ¢>* sen (3x)

Temos 8 termos distintos, assim teremos 8 constantes em Yp-

Logo

Y = Ax>e> cos (3x) + Bx?e® cos (3x) + Cxe™* cos (5x) + De cos (3x) + Ex>e> sen (3x) +

Fx?e> sen (3x) + Gxe™* sen (5x) + He> sen (3x)

+

(Ax® + Bx* + Cx + D)e* cos (3x) + (Ex® + Ex? + Gx + H)e>* sen (3x)

(b) ¥ + 25y = 4x° sen (5x) — 2¢** cos (5x)

Célculo de y, :
A =5i
= cos (bx
Eqn carateristica: A24+25=0= e s 69
Y2 = sen (5x)
Ay = =5i
Portanto
Ye = ¢1 cos (5x) + ¢ sen (5x)
Calculo de y, :

Como g(x) = 4x3 sen (5x) — 2¢** cos (5x), a solugdo particular é da forma

Yo = Yp1 T Yp,

onde
Yp, € uma solucéo particular de y” + 25y = 4x> sen (5x),

Yp, € uma solucéo particular de y” + 25y = —2¢** cos (5x)
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Seja g1(x) = 4x° sen (5x) um produto de um polindmio de grau 3 com a fungio seno.

Construimos a solugéo particular y,, da seguinte forma:

3+ x%+x+1 (sem os coeficientes)

e Para 4x° temos a solucdo particular x
e Para sen (5x) temos a solugdo particular cos (5x) + sen (5x) (sem os coeficientes)

e Multiplicando temos

B+ +x+ 1)( cos (5x)+ sen (5x)) = 2% cos (5x) +x2 cos (5x) +x cos (5x) + cos (5x) +

+x° sen (5x) + x? sen (5x) + x sen (5x) + sen (5x)

Temos 8 termos distintos, assim teremos 8 constantes em y,, .

Logo

Yp Ax> cos (3x) + Bx? cos (5x) + Cx cos (5x) + D cos (5x) + Ex® sen (5x) + Fx? sen (5x) +

+

Gx sen (5x) + H sen (5x)

(Ax® + Bx* + Cx + D) cos (5x) + (Ex® + Fx> + Gx + H) sen (5x)

Mas os termos D cos (5x) e H sen (5x) sdo solugdes de y,, entdo multiplicamos por x para

eliminar esta coincidéncia. Portanto correta de y,, é

Yp, = x(Ax® + Bx* + Cx + D) cos (5x) + x(Ex® + Fx* + Gx + H) sen (5x)
= (Ax* + Bx® + Cx? + Dx) cos (5x) + (Ex* + Fx® + Gx? + Hx) sen (5x)
Seja g»(x) = —2¢* cos (5x) um produto de uma fungio exponencial com uma fungio

cosseno. Construimos a solugdo particular y,, da seguinte forma:

e Para —2¢°* temos a solugao particular ¢** (sem os coeficientes)
e Para cos (5x) temos a solugdo particular cos (5x) + sen (5x) (sem os coeficientes)

e Multiplicando temos

(esx)( cos (5x) + sen (5x)) = ¥ cos (5x) + ¢>* sen (5x)

Temos 2 termos distintos, assim teremos 2 constantes em y,,.
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Logo

Yp, = 1e%* cos (5x) + Je>* sen (5x)

Portanto,

Y = Yy tYp,

(Ax* + Bx® + Cx? + Dx) cos (5x) + (Ex* + Fx® + Gx* + Hx) sen (5x) +

1% cos (5x) + Je** sen (5x)

—+

Resumo do Método dos Coeficientes a determinar:

Para resolver y” + p(x)y’ + q(x)y = g(x)

(1) Encontre o conjunto fundamental de solugdes {y1, 2} da equagdo homogénea associada.

Portanto a solu¢do complementar é y. = c1y1 + 212
(2) Divide, se necessario, g(x), em partes: g(x) = g1(x) + g2(x) + - - + gk (x)

(3) Para cada g;(x), escolhe a sua forma da solugéo particular correspondente y,, de acordo

com a tabela abaixo:

8i(x) Yp, (%)
P,(x) =a,x" +--- +ag X(AX" + Ay X+ 4 Ag)
e AxSe™
Py (x)e™ X(AX" + Ap X+ Ag)e™
sen fx ou cos fx x°(A sen Bx + B cos px)
P,(x)e™ sen fx ou Py(x)e™ cos px xs[(Anx" + -+ Ap)e™ sen Bx + (Byx" + -+ + Bp)e™ cos ,Bx]

onde s é o menor inteiro ndo negativo (s = 0,1, 2,...) que garanta que nenhuma parcela

da solucdo particular seja solucdo da equacdo homogénea associada.

) Yp = Ypr + Ypo + -+ Up
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2.5.1.3 Exercicios

1. Resolva a equagdo diferencial dada pelo método dos coeficientes a determinar.
(@) v/ +3y +2y=6. Resp: y=cie > +ce* +3
3
(b) ¥’ — 10y + 25y =30x+3. Resp: y=(c1 + czx)e5" + 5(2x +1)

1
(c) Zy// + ]// +y= 2 = 2x. Resp: y = (c1 + sz)e—Zx 2 _4x+5

28 8x 8x?
" r_ 2 3x . — —_3x —20 8x  8x7)\ 3
(d) y’ +3y = 482%™, Resp: y = ¢ +coe +( B b )e
(e) ¥'—y =-3. Resp:y=c1+ce" +3x+3
O F ~y + sy =340 Respy=(cr+caned 434 Laeh
(g) v +4y =3sen2x. Resp: y =y cos (2x) + ¢ sen (2x) — Zx cos (2x)

1 1
(h) ¥"+y=2xsenx. Resp: y=cjcosx+cy senx+§x semx—zx2 Cos X

2. Resolva a equacédo diferencial dada sujeita as condig¢des iniciais indicadas:

@) vy’ -6y —7y=-9"%, y0)=-2, y(0)=13. Resp:y=e* -2 —¢
(b) 5y +y =—-6x, y(0)=0, y'(0) =1
(©) ¥’ +4y +5y=35c"", y0)=-3, YO =1

2

(d) DZZT;C +w?x =Fysenwt, x(0)=x(0)=0

(e) y"+9y= cosx— senx, y(n/2)=y'(n/2)=0
3. Resolva a equacédo diferencial dada pelo método da variacao dos parametros.

(@ vy’ +y= secx
(b) y¥'+y= senx
() vy’ +y= cos’x

(d) ¥y’ -y =coshx

e) v’ +3y +2y =

1+e*

@ v +2y +y=e"Inx

4. Resolva a equagdo diferencial pelo método da variagao dos parametros, sujeita a condicao

inicial y(0) =1, y’(0) = 0.
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(a) 4y” —y = xe*?

(b) v’ +2y —8y =2 —¢*
© 2y +y -y=x+1
(d) vy’ -4y +4y = ¥ (12x* — 6x)
5. Determine a fungdo complementar y.(x) e uma forma adequada para a solucdo parti-

cular y,(x) utilizando o método dos coeficientes a determinar das seguintes equagdes

diferenciais. Nao avalie as constantes em ()

363% — 2673 gen 9x

3x

(@ vy’ -9y =6x
Ye = 16 + cpe”

Resp:
Yp(x) = (Ax° + Bx* + Cx® + Dx? + Ex)e® + Fe™>* cos 9x + Ge™>* sen 9x

(b) v’ —4y +4y =51 — 2 — x%e* + 4e* cos x

Yo = 1% + cpxe?™

Resp:
yp(x) = Ax® + Bx? + Cx + D + (Ex* + Fx® + Gx®)e™ + He* cos x + [¢* sen x

2 —2x

(©) v’ +4y + 20y = x*¢”> sen 4x — 3 cos 4x — xe >

Yo = € %(cq cos 4x + ¢y sen 4x)
Resp: ¢ y,(x) = (Ax® + Bx* + Cx)e > cos 4x + (Dx® + Ex? + Fx)e > sen 4x + G cos 4x+
+H sen 4x + (Ix + )e >

1/2 1/2

6. Sabendo-se que as funcdes t”/“sent e /< cost sdo solucgdes linearmente independentes

1
da equagdo ¥ + tk + (tz - Z)x =0, t> 0, encontre asolucao geral de

1
25+t + (t2 - Z)x =332 sen t.

7. Determine duas solugdes linearmente independentes de t*# — 2x = 0 da forma x = #".

Usando essas duas solugdes, determine a solucio geral de  #2% — 2x = £%.

8. Uma solugdo da equagdo ¥ + p(t)x + g(t)x =0¢é (1 + £)?, e 0 Wronskiano de duas solucgdes

qualquer, desta equagdo, é constante. Determine a solugado geral de

¥+pt)x+qgt)x =1+t
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Aula 2.6

Equacoes diferenciais lineares de ordem

superiores

Agora vamos comecar a construgdo de solugdes para equagdes diferenciais lineares de ordem

n, isto é equagdes diferenciais da forma:

y dy _
et Fay = g (2.6.1)

A equacdo é
e de coeficientes constantes: quando pg,p1,-- -, ps sdo todos constantes
e homogénea: quando g(x) =0

e ndo-homogénea: quando g(x) # 0

homogénea: quando g(x) =0

forma padrao: divide ( 2.6.1) por a,(x)

d"y N dn—l
T p1(x)

Y dy
oot T TP ey = 8() (2.6.2)

Defini¢do 2.6.1. Uma solugdo de ( 2.6.2) é uma fungdo y = h(x) definido no intervaloI C R que
tem derivadas y' = W (x), v’ =h'(x),---,y™ = h")(x) e satisfaz a equagdo ( 2.6.2) para todo x
no intervalo I.

77

Exemplo 2.6.1. Mostre que xe™ é uma solugdo da equacio y¥) +2y"’ + " = 0 para todo x € RR.
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Solucao:
y=xe "
entdo
y=e¥—xe*=(1-x)"
yV'=—"—(1-x)e" =(-2+x)e"
y'=er—(-2+x)e =B -x) "
YW= 3-x)e ™ = (-4+x)e"
Portanto

YD 42y + ) = (4 +x)e T +2B —x)eF + (24 x)e = (4 +x+6-2x—2+x)e ¥ =0

Portanto y = xe™™ é uma solugdo.

Problema de Valor Inicial (PVI)

Um problema de valor inicial da equagéo diferencial linear de ordem n consiste na equagao

d"y N dn—l
T p1(x)

et pua S+ puley = 59
dxn-1 P gy TPy =3

e n condigdes iniciais

y(x0) = Yo

dy ,

a(xo) =Y

dn—ly (1-1)
dxn-1 (x0) = yOn :
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Teorema 2.6.1 (Existéncia e Unicidade). Se as fungoes pi(x), pa(x),---,pu(x) e g(x) sdo
continuas e derivdveis no intervalo aberto (a, b), entdo existe somente uma fungio y(x) satisfazendo

(2.6.2) no intervalo (a, b) e as condigdes iniciais

y(x0) = Yo

dy ,

a(xo) =Y

d"ly (n=1)
daxn-1 (xO) =Y )

Solu¢des da equagao linear homogénea de ordem n

Defini¢do 2.6.2. Um conjunto de fungdes {p1, ¢2,--- ¢} é dito linearmente independentes no

intervalo I = (a, b) se ndo existem constantesci, ca,- - , ¢, tal que

c1P1(x) + c2¢2(x) + -+ + cpPu(x) = 0, Vxel

excetoci=cp=---=¢,=0.

Teorema 2.6.2. Um conjunto de fungoes derivdveis {¢p1, (2, Pn} é linearmente independentes

no intervalo I se e somente se o Wronskiano do conjunto é diferente de zero, isto é

OTCO N 1C BRI 0
L) Ph) e )
0% WPt doo e )@ =det] ¢7() @50 - B
I I )

em 1.
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Teorema 2.6.3. Suponha que as fungdes p1(x), p2(x), -+, pu(x) e g(x) sdo continuas e derivdveis

no intervalo aberto (a, b) e as fungdes y1(x), y2(x), -, yu(x) sio solugdes da equacio homogénea

d"y dn—ly
G TP

d
de P () g + palR)y = 0. 263)

Entdo se W(y1, Y2, -+ , Yn)(x) # 0 em pelo menos um ponto a < x < b, entdo a solugdo geral de
(2.6.3) é dado por

Ye = c1y1(X) + coy2(x) + - - + cpyn(x)

c1,C2,+ ,Cy, constantes arbitrdrias.

Solucodes da equacdo linear nao-homogénea de ordem n

Considere a equagdo diferencial linear de ordem 7 ndo-homogénea

n

dry o d
T p1(x)

/ dy = 2.6.2
ot P (g Py = 8) (262)

e suponha que y1(x), y2(x), -+, yu(x) é um conjunto de n solugdes linearmente independentes
da equagdo homogeénea correspondente. Se y,(x) é qualquer solugdo particular de ( 2.6.2) entdo

a solucdo geral de ( 2.6.2) é da forma

y(x) = yp(x) + ye(x) = yp(x) + c1y1(x) + c2y2(x) + -+ - + CuYn(x)

2.6.1 Equacoes Diferenciais Lineares Homogéneas de ordem 7 com
coeficientes constantes

Consideramos a equagdo diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes cons-
tantes
dny dn—ly

d
@"'an—lm*'"""ald_ii'l'aoy:o' (2.6.4)

Quando n = 2 sabemos que uma solucdo desta equagdo pode ser resolvido, assumindo inicial-

mente uma solucdo da forma

y(x) = ™ (2.6.5)
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e substituindo e resolvendo por A. Vamos fazer a mesma coisa para o caso geral n. Substituindo

(2.6.5) em ( 2.6.4) obtemos o polindmio caracteristico:
A g, A A2 A+ =0 (2.6.6)

As raizes do polindmio caracteristico determinam a solugdo de ( 2.6.4). Em relac¢do o polindmio

caracteristico, tem-se 3 casos a considerar:

Caso 1: O polindmio caracteristico admite somente raizes reais e dis-
tintas

Sejam A1, Ay, -+, A, as raizes do polindmio carateristico, entdo temos 1 solugdes linearmente

independentes

)le

y1(x) = eMY, ya(x) = €M, -y (x) = e, y,(x) = et

Assim a solugdo geral é

Aqx A Anx

Y =M + e 4 @M 4 e

Exemplo 2.6.2.
(a) Determine a solugdo geral da equacao y® — 13y” + 36y = 0.

(b) Resolve o problema de valor inicial y'® -5y 22y’ +56y = 0, y(0) =1, y'(0) = -2, v (0) =
—4.

Solugio:

(a) Polindmio carateristico: A 1302436 =0

A2=9=21,=3 1, =-3

13+ V169 -144 13 +5 -

A% =
2 2

ou

M=4=N3=2 A4=-2
Portanto solugdo geral é

y= €16 + 0™ + 036 + cye
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(b) Polindbmio carateristico: p(A) = A3 =512 221 +56 =0
Primeiramente observamos que p(2) = 8 — 20 — 44 + 56 = 0 portanto A — 2 é um fator de

p(A). Aplicando o Briot-Ruffini

1 -5 -22 56 ‘ 2
1 -3 —28‘ 0

Isto nos dé a fatoragao

p(A) = A3 -5A%-221+56
(A —2)(A%2 =31 —28)

Mas A2 =31 =28 = (A = 7)(A +4)

Portanto as raizes de p(A) sdo A1 =2, A, =7, A3 = —4. Portanto a solugdo geral

Y= c16* + e’ + cze™

Agora usamos as condigdes inciais para determinar cy, cp e c3 :

y(x) = e+’ + e
= y(x) = 20167 +7ce"™ —deze™
= y'(x) = 4cie¥ +49c,e” + 16036+
y(0) =1 = q+co+c=1

]/(O) =2 = 201 + 7C2 — 403 =-2
]/’(O) =—4 = 4c1 +49c, + 16c3 = -4

1 1 14
Resolvendo temos que ¢; = 5 Cy = —£ ecy = Eeh Portanto a solugdo do PVI é

13, 16, 14
Y=15¢ ~5° T3¢
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Caso 2: O polindmio caracteristico admite raizes reais com alguns

raizes com multiplicidade.

Suponhamos que o polindmio caracteristico possui uma raiz real Ay com multiplicidade
p. Com essa raiz construiremos p solugdes linearmente independentes da equacédo (2.6.4) da

seguinte maneira:

/\kx 2 /\kx
7

A -2 A -1,A
ylzekx/ yzzxe y3:xe L, e, yp_lzxp ekx’ yp:xp ekx

Essa construgdo é feita com todas as raizes reais do polindmio caracteristica, para obtemos

n solugdes linearmente independentes da equagédo ( 2.6.4).

Api1X Api2X Ap_1Xx Anx
Yps1 = €7, Ypp =€, e, Yy =@, Yy = e
Assim a solugdo geral é
y = c16M + cpxe™* + a4+ 4 cp_zx”_zeAkx + cpx”_leA"x + cp+1eAP+1x + cp+zeAP+2x o it

(c1+Cox+c3x> + - + cpx”_l)e}th + cp+1e}t%’+1x + oot et

Exemplo 2.6.3.

(a) Determine a solugio geral da equacio y® + vy’ — 3y” — 5y — 2y = 0.

(b) Resolve o problema de valor inicial Y& — vy’ =y +y =0, y(0)=2, ¥'(0) =1, y”(0) = 0.
Solugio:

(a) Polindmio carateristico: p(A) = AM+A3-312-51-2=0
Podemos verificar que
p(-1)=1-1-3+5-2=0
p2)=16+8-12-10-2=0

Portanto —1 e 2 sdo raizes de p(A), podemos aplicar Briot-Ruffini
11 -3 -5 -2 | -1

1 0 -3 =21 0 2
1 2 11 0
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Isto nos dé a fatoragao

p(A) A+ A3 -312-51-2

A+1)(A=-2)(A2+21+1)
A +1)(A=2)(A +1)

A+1)>3A-2)

Portanto as raizes de p(A) sdo A1 = -1, (multiplicidade 3) e A, = 2.
Portanto a solugdo geral

y = c1e® + (cp + xcz + %)™

(b) Polindbmio carateristico: p(A) = AB-A2-A+1=0
Primeiramente observamos que p(1) =1-1-1+1 = 0 portanto A — 1 é um fator de p(A).
Aplicando o Briot-Ruffini
1 -1 -1 1 ‘ 1
1 0 -1 ‘ 0

Isto nos dé a fatoragao

fx) = A>=A2-1+1
(A-1(A*-1)

(A =1)A - 1A +1)

= A-1*A+1)

Portanto as raizes de p(A) sdo A1 = 1 (multiplicidade 2) e A, = 1.
Portanto a solugdo geral

y = (c1 +xcp)e* + cze™

Agora usamos as condigdes inciais para determinar cy, cp e c3 :

y(x) = (c1 +xcp)e* +cze”™
=y (x) = (cq+c2+xcp)e —cze™
= y’(x) = (2ca+c1+xc2)e" +cze™”
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y0)=2 = c1+c=2
]/(O):l = Cl+Cz—C3:1

y'0)=0 = 20+c+c3=0

Resolvendo temos que ¢c; =2, ¢ = —1 e c3 = 0. Portanto a solugdo do PVI é

y=@2-xe

Caso 3: O polindmio caracteristico admite raizes complexas distintas.

Observe que as raizes complexas aparecem em pares conjugados.
Para cada par distintas raizes complexas conjugados (A, A), A = a + if (com multiplicidade k)

podemos construir 2k solucdes linearmente independentes da seguinte forma:

y1 = e cos (Bx),  y»=xe™ cos (Bx),  y3=x% cos (Bx), -, yp=x"1e" cos (Bx)

Yks1 = € sen (Bx), Ykso = xe™* sen (BX), Yks3 = x%e™ sen Bx), -+, Yx= 1e* gen (Bx)

Exemplo 2.6.4. Resolver as seguintes equagoes
@y?-y=0
(®) y© + 12y +104y® + 408y” + 1156’ = 0
Solugao:

(a) Polindmio carateristico: p(A) = M_1=A-DA+DA-DA+1)=0
Portanto as raizes de p(A) sdo Ay =1, A = -1, A3 =1, A_3 =—1.

E podemos construir as seguintes solugdes linearmente independentes:

— ) y3(x) = ™ cos x = cos x
/\3 =1, /\3 = -1

ya(x) = ¢" sen x = sen x
Portanto a solugdo geral

Y =c1e° + e 4¢3 cos x +cq s€n X
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(b) Polindmio carateristico: ~ p(A) = A% + 12A% + 104A% + 408A% + 11564 = 0
Mas

A5+ 12A% + 10443 + 40812 + 11561 AA* + 1243 + 10472 + 4081 + 1156)

AA? + 6 + 34)?
AA + 3 +50)%(A + 3 — 5i)?

Portanto as raizes de p(A) sdo
A1 =0, Ay =-3-15i, (multiplicidade 2), Ay = =3 +5i (multiplicidade 2)
E podemos construir as seguintes solugdes linearmente independentes:

A1=0 - Y1 =€

ya(x) = e~ cos 5x

3% cos 5x

y3(x) = xe”
ya(x) = e7* sen 5x

3

Ay = =3 =5i, Ay = =3 + 5i (multiplicidade 2) —

* sen 5x

ys5(x) = xe”
Portanto a solugdo geral

3 3

Y =c1 + e cos (5%) + cze™>" sen (5x) + cgxe™ cos (5x) + csxe™ > sen (5x)

2.6.2 Equacgdes Diferenciais Lineares Nao-Homogéneas de ordem n
com coeficientes constantes - Método dos Coeficientes a deter-

minar

A solucdo geral da equagdo diferencial linear ndo-homogéneas de ordem n com coeficientes

constantes
d"y+ dn_ly+ + dy+ = 2.6.7
T T -1 P a1, a0y = g(x). (2.6.7)
é dado por
Yo =Yp + ¥e
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onde y. € a solugdo geral da equacdo homogénea associada e y, ¢ uma solugéo particular de

(2.6.7).

A resolucdo de y, serd pelo Método dos coeficientes a determinar que foi estudada na Aula

12.
Exemplo 2.6.5. Resolve a equagao diferencial ou o problema do valor inicial
@y” -4y =1-3x
(b)y"" -3y +3y" —y = 10xe*
(c)y"” —4y =12 sen2x
Solucao:
(@y” -4y =1-3x
Céleulo de y. :

A1=0$y1=1

Ay=2=yp=e*
Eqn caraterfstica: A% —4A =0 = ? 7
e

2x

/\3 =-2= Y3 = e
Portanto

Ye=1c1+ 2™ + cze X

Calculo de y, :

Como g(x) = 1 — 3x, assumimos a solugdo particular
yp = Ax +B.

Como o termo de y, é uma solugdo em y,, precisamos modificar y,. pela multiplicagdo

por x. Portanto a forma correta de y, é
=A 2
Yp = Ax” + Bx
Para determinar os constantes A, B substituirmos y, na equagao diferencial:

y;,=2Ax+B, y;’=2A yl’,”=0
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Substituindo na equagdo temos que

(0)-—4R2Ax+B) = 1-3x

= -8Ax—-4B = 1-3x
Comparando os coeficientes temos que

-8A =3 :>A=_§

—4B=1 =>B=--
Portanto
31
W
Solucao geral é
Yy = Yet+Yp
_2x 3X2

+

1 + ™ + cze

1=

8

(b) y"”" =3y + 3y — y = 10xe"
Célculo de y, :
Eqn carateristica: AB-32+31-1=0=>A-1°=0=>1=1 (multiplicidade 3)

Portanto

Ye = 16" + cpxe’ + c3x’e

Calculo de y, :

Como g(x) = (10x)e* = g1(x) - g2(x) construimos a solugao particular da seguinte forma:

e Para g1(x) = 10x — y,,(x) =x+1 (sem os coeficientes)
e Para g>(x) =¢* — yp,(x) =" (sem os coeficientes)

e Multiplicamos v, e yp, :

(x+1)e* = xe* +¢*

Temos 2 termos distintos, assim teremos 2 constantes em Yp-
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Logo

yp = Axe* + Be*

Mas os termos Axe* e Be* sio solugdes de v, entdo multiplicamos por x° para eliminar

esta coincidéncia. Portanto correta de y, é
Yp = x3(Ax + B)e®

Para determinar os constantes A, B substituirmos y, na equacdo diferencial temos os

sistema
24A =10 5
= {A =—, B=0
B=0 12
Portanto
5
Y= Ex4ex

Solucéo geral é

Yy = Yt Yp

c1€* + coxe® + c3xe* + %x%"

2.6.3 Exercicios
1. Ache a solugdo geral de cada uma das equagdes diferenciais abaixo:

—3x

a) v +3y" —4y =12y =0. Resp: y = c16** + coe™>* + cze” .
@)y Yy -4y y Py

(b) 2y® + 11y +18y” + 4y -8y =0. Resp: y = c1e"/* + (ca + c3x + c4x?)e™.
(c) y(‘” +16y=0. Resp:y= c1e% + c2e™ + ¢35 COS 2x + ¢4 sen 2x.
(d) v"-5y"+7y'=0. Resp:y=c1+ [cz cos (@) + 3 sen (@)] e,

e) y© —15y@ +84y® — 220y + 275y’ — 125y = 0.

Resp: y = c1e* + 20> + c3x€° + 4% cos x + c5e?* sen x.
(f) y¥ -5y +4y = e* —e¥, Resp: y = c1e" + cre™™ + 3% + cpe > — %63" + 11—2xez"
() v’ -3y’ +3y —y=¢", Resp:y=(c;+cax+c3x)e* +x°e"
(h) v -2y =3x*> —2x+1. Resp: y = c1 + Cox + 3¢~ — %4 - g - 3%2
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1
() y¥ —4y” =8sen4dx. Resp: y = cy + cox +c3e > +cge®™ + 10 S0 (4x).

(]) y(4) + Zy" +y= 4 sen x. Resp: Y = €1 COS X + (2 sen X + C3X COS X + C4X sen x —
%xz sen (x).
(k) y® —5y” + 6y =2x +3e*. Resp: .

(1) y® +4y =3¢" —x —2sen2x. Resp: .
2. Ache a solucdo dos seguintes problemas de valor inicial:

(@ v +y = senx, y(0) =y (0)=y"(0)=0.
Resp: y = —x cos x +3x — 2 sen x

b) y@ -6y —y” =72x +24, y(0) = 0, y’(0) = 0, ¥’ (0) = 6, y"”'(0) = —57.
Resp: .

3. Resolve as equagdes de Euler-Cauchy de ordem 3

77

(@) ¥y +3x%y” —2xy’ +2y =0  Resp: c1x + cox* + caxInx

2
(b) ¥y +2xy =2y =x*Inx+3x  Resp: c1x + cox cos (Inx) + c3x sen (Inx) + % Inx -

2 +3xInx

(© 2y” +xy —y=xlnx Resp: c1x + cpxInx + c3x(Inx)* + ix(ln x)*

4. Determine a funcdo complementar y.(x) e uma forma adequada para a solugdo parti-
cular y,(x) utilizando o método dos coeficientes a determinar das seguintes equagdes

diferenciais. Nao avalie as constantes em y,(x)

’77

@) y® +2y”" +y =x+xcosx

Resp: Ye = €1+ €2 COS X + €3 SeN X + C4X COS X + C5X sen X
Yp(x) = x(Ax + B) + x* [(Cx + D) cos x + (Ex + F) sen x]
(b) ¥y +8y” + 16y = x> sen 2x + x> cos 2x
Ye = €1 COS 2X + CoX €OS 2x + €3 sen 2x + c4Xx sen 2x

Resp:
Yp(x) = (Ax® + Bx* + Cx® + Dx?) sen 2x + (Ex® + Fx* + Gx® + Hx?) cos 2x

© vy +y”’ =x%cos x

R Ye = C1 + C2X + €3 COS X + C4 Sen x
esp:
Yp(x) = x(Ax* + Bx + C) sen x + (Dx? + Ex + F) cos x

(d) vy +8y” + 16y = x sen x + x> cos 2x

(e) y/// _ 3y// + 3y/ —y= x2€x — 36"
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(f) y¥ +2y” +y=xsenx

X

() Yy —4y® +6y” —4y +y =3¢ +x%e”

Ye = 16" + cpxe” + c3x2e" + cypx’e?

Resp:
Yp(x) = x*A + Bx + Cx? + DxX®)e* + (Ex* + Fx + G)e ™
(h) y® +5y” +4y = sen x + cos 2x + sen 3x

i) v +2y" +2y =37 cos x

R Ye =1+ ce”" cos X + cze” " sen x
esp:

Yp(x) = x(Ae™ cos x + Be™™ sen x)
G) v +2y" +2y = x% cos x — xe* sen x

k) y@ +4y® + 8y + 8y +4y =7e™ cos x
R Ye = C1€7° COS X + Coxe™ COs X + ¢3¢ sen X + cuxe” " sen x
esp:
Yp(x) = x*(Ae™™ cos x + Be™ sen x)

() y(4) -2y" +y=xe" + 2o 4 &
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Aula 2.7
Transformada de Laplace

2.7.1 Definicao e Exemplos

Defini¢do 2.7.1. Seja f : [0, +00] — R um fungdo. A transformada de Laplace de f(t) denotado
por L{f(t)} ou F(s) é definido pela integral

o A
Lo =Fe = [ e dr= fim [

desde que a integral convirja, onde s é um parametro (real ou complexo).

Teorema 2.7.1. [Condigdes Suficientes para a existéncia de L{f(t)}] Se f : [0,00] — R é uma

uncido continua por partes e existem constantesa >0, M > 0e T > 0 tal que
¢ por p q
If(H)] < Me" para todo t > T,

entido L{f(t)} existe para s > a.

Exemplo 2.7.1. Determine a transformada de Laplace da fun¢do f(t) = t", t >0, n =

0,1,2,3,---.
Solucao:
e Paran =0,

A st |A

1 1
L) =lim | e¥-1di=lim | = lim —[e* ~1]= =, (s> 0).
A—c i R S
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e Paran>1

A

L")y = lim e~st. 1 dt
A—o0 0

A
. o=t A nih—1p-st
= lim - f —dt (Integrando por partes)
A—oco —S 0 0

=S
A

n
= 0+ - lim e~st. 1 gy
S A—oo 0

= SL, (>0
Portanto temos a relacdo de recorréncia,
n n n—1
L{t } = ;L{t }/ V n/

que significa

L{tn_l} — nT_l.E{tn_z}, L{tn—Z} — 1/15;2.5“71_3},‘ ..

Potanto por inducdo, temos que que

n n n-1 -
Ly = _L{tn_l} - —. L{t"_z} . - L{tn—S} _
s S S s S S
n n—-1 n-2 1 n 1 n!
= . — .. - 1 - .
S S S L{1) sn g gh+1
Portanto temos que
n!
ny —
L{t"} = g (s >0).
00 A
Observagao. A partir de agora vamos usar f em vez de Aim , sem prejuizo.
0 - Jo

Exemplo 2.7.2. Determine a transformada de Laplace de f(t) = ¢", a € R.
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Solucao:

.[:{e”t} — f e—st . eat dt
0

= f et gt
0

e—(s—a)t
—(s—a)

1
= —, s>a.

t=0

Exemplo 2.7.3. Determine a transformada de Laplace de sen (at) e cos (at).

Lembrando que

ax

ax
( f ¢*sen (bx) dx = aze-l——lﬂ(a sen (bx) — b cos (bx)), [e™ cos (bx) dx = aze-l——lﬂ(a cos (bx) + b sen (bx))

Solucao:

L{ sen (at)}=f:) e+ sen (at) dt L{ cos (gt)}:jom et cos (af) dt
= %(—s sen (at) — a cos (at)) :O = %(—s cos (at) + a sen (at)) ZO
- # s> 0. _ ﬁ ;N

Exemplo 2.7.4. Determine a transformada de Laplace de sinh(at) e cosh(at).

Solucao:

L{sinh(at)} f B et - sinh(at) dt
0

= fooe_St.Mdt
0 2

— lfoo oSt ot dt_lfoo et e dt
2 0 2 0
17 1 1
= 5 [m - m] (por Exemplo 2.7.2)
a
= m, S > Iﬂl.
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L{cosh(at)} = f B e~ . cosh(at) dt
0

foo e_st . (ellf + e—at) dt
0 2

= lf et et dt + lf ¢St e dy
2y 2y
= % [é + é] (por Exemplo 2.7.2)
s
= m, s > lal.
Tabelando os resultados acima temos
f(®) F(s) = L{f(H)}
n!
t" (7’120,1,2,3,"') S”?I (S>0)
1
e”t m, (S > ﬂ)
a
sen at m, (S > 0)
S
cos at m, (S > 0)
S
cosh at a2 (s > lal)
) S
sinh at m, (S > |a|)

Tabela 2.7.1: Transformada de alguns funcdes

Lema 2.7.2 (Linearidade da Transformada de Laplace). Se a e f sdo constantes, entio
Liaf(t) + ()} = aLif (D)} + L))

para todo s tal que as transformadas tanto de f quanto de g existam.
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Demonstragio.

* —st — ” —st ~ —st
j; e [ozf(t)+,8g(t)]dt—0zj; e f(t)dt+[3’f(; e > g(t) dt

sempre que ambos as integrais convergirem para s > c. logo, segue que

Liaf(t) + pg(®)} aLif(B} + pLigH)

aF(s) + BG(s)

Exemplo 2.7.5. Calcule

(a) L{1+5¢) (b) L{4e73 — 10 sen 2t}

Solucao:
(a) L{1 +5t} = L{1} + 5.L{t} = % + 12 pela Tabela 2.7.1.
S
(b) L{4¢™3 — 10 sen 2t} = 4L{e™3} —10L{ sen t} = 4 X pela Tabela 2.7.1
s+3 s2+4 T

2.7.2 Transformada Inversa de Laplace

Teorema 2.7.3. Se f(t) e g(t) satisfazem as hipdteses do Teorema 2.7.1 e

L{f(t)} = L{g(t)} para todo s > a,

f(t) = g(t) em todos os pontos t onde ambas as fungdes sdo continuas.

O Teorema acima nos diz que a Transformada de Laplace

Lif(B)} = F(s)
é tnica. Isto permite definir a Transformada Inversa de Laplace £! como

L7HEs) = f().
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Um método conveniente para se obter as transformadas inversas de Laplace, consiste em

usar uma tabela de transformadas de Laplace.

Exemplo 2.7.6. Da Tabela 2.7.1 temos que

o5
o) =
° L_l{szi—?)}: cos (V31).

Lema 2.7.4 (Linearidade da Transformada Inversa de Laplace). Se a e f sdo constantes, entio
L7HaF(s) + BG(s)) = aL ()} + BLHG(s))

onde F e G sdo as transformadas das fungdes f e g .

Exemplo 2.7.7. Calcule

@L" {s% B szi 4} & L7 {_555:46}

Solugdo: Usando a linearidade da transformada inversa de Laplace e Tabela 2.7.1 temos que

(a) L_l{g 2 }=£_l{sg4}—{ 2 }:t3— sen (2t).

st 244 2 +4

(b) 1:—1{_2“6} St % 6 b = L—l{sgi}uz-l{ 6 b= -2 cos @+

s?2 4+ 4 244 244 +4 s?2 4+ 4
3 sen (2t).

Transformada Inversa de Laplace e Fracdes Parciais

Fragdes parciais desempenham um papel importante na determinagdo das transformadas
inversas de Laplace.

Se uma transformada F(s) ndo puder ser encontrada na tabela, entdo deve-se expandir em
fragdes parciais e escrever F(s) em termos de fun¢des simples de s nas quais as transformadas

sdo conhecidas.
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Exemplo 2.7.8. Determine a transformada inversa de Laplace das seguintes fungoes:
1 3s+1
-1)_ - b -1)__ v~ )
@ L {(s+1)(s+2)} OL e neE

Solucao:

(a) Usando fracdes parciais temos que

1 _ A B
+1D(s+2) s+1 s+2

Resolvendo temos que A = —% eB = —%. Portanto

1 -13 13
s+1)+2) s+1 s+2°

_ 1 _ 1/3 1(1/3 1. _ _
L 1{m}:~’3 R PR o T R

Logo,

(b) Usando fragdes parciais temos que

3s+1 A +Bs+C
s—-1)(2+1) s—-1 2+1°

Resolvendo temos que A =2, B = -2e C = 1. Portanto

3s+1 2 1 2s

+ - :
(s—1(2+1) s—-1 s2+1 s2+1

Logo,

o) o o () ) e
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2.7.3 Propriedade da Transformada de Laplace e Sua Inversa - Pri-

mero Teorema da Translag¢ao

Lema 2.7.5 ( Primeiro Teorema da Translagao).

(a) Se L{f(t)} = F(s) e a for um niimero real qualquer, entdo,
L ft) =F(s—a) ou L{e"f(t)} = LIF(D)}sos-a-
(b) Se L~HF(s)} = f(t) entdo

LHFGs —a) = f(t) ou LHF(S)sosoa) = " f(H).

Demonstragio.
(a)

L f(b)

foo e e f(t) dt

0

f eV £() dt
0

foo e f(t)dt, (pelamudanga u =s—a)
0
F(u) = F(s — a).

(b) Seja F(s) = j:o e f(t) dt entdo

E(s — a) fo ) e G £(1) dt

foo et e f(t) dt
0
LI f(t).

Portanto, L™ {F(s — a)} = e" f(t).
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Exemplo 2.7.9. Calcule

(a) L{e7* sen 3t) (b) L{3)

L 1 . 1 [ 2545 y
©L {(5—3)5} @)L {52—4s+5} @ L {(s+2)2} L {

Solucio:
(a) L{e % sen 3t} = L] sen 3t} -5 __ 5+2
= s§—s5—(-2) = 52 +9 ein - (S + 2)2 T 9
3! 3!
(b) LIF) = LIP)ss ) = 5 ==
5 ) (S - 5)

1 1
L {(5_3)5}
t4

Seja F(s) = 515 entdo f(t) = L7 {F(s)} = I

Agora ﬁ = F(s — 5). Portanto,

1 1
L {(s - 3)5} = L7HF(s-3)) =¥ f(t) = ',

-1 1 } _ -1 1
(d) £ {S—Z myrS b L G- 71 completando o quadrado.

Seja F(s) = ﬁ, entdo f(t) = L7V{F(s)} = sen t.

Agora = F(s — 2). Portanto,

1
(s—22+1

£ { e } = L (Fs - 2 = 2 f(t) = & sen t

1| 2s+5
(€ L {(s+2)2}

Usando frag¢des parciais, temos que

25 +5 2 1

= +
(s+2)2 s+2 (s+2)?
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L2545 ) o 2\ o 1\ a1
L {(s+2)2}_£ {s+2}+£ {(s+2)2}‘26 L {(s+2)2}

Seja F(s) = slz entdo f(t) = LH{F(s)} = t.

1
A
gora GT22

Portanto

= F(s + 2). Portanto,

L1 {(S :2)2} = L7HF(s +2)} = e 2 f(t) = te 2.

g 25+5 | . 2 -1 1 A2t -1 1 A2t 2t
L {(s+2)2}_£ {s+2}+£ {(s+2)2}_26 +L {(s+2)2}_26 e

(f) £ {L} =Lt {L} completando o quadrado.

s% + 65 + 25
Temos que

L_l{ s+1

1) s+3-2 | .4 s+3 el
(s+3)2+16}_£ {(s+3)2+42}_£ {(s+3)2+42} 2L {(s+3

(s+3)2+16

e Vamos calcular £} {L} .

Seja F(s) =

Agora

s
(s +3)2 +42

(s +3) + 42

S entao f(B) = L7HF()} = cos (4).

+
3 = F(s + 3). Portanto,

£ {ﬁ} = L7HFs+3)) = e f() = ¥ cos (4)

e Vamos calcular £} {;} .

Seja G(s) =

(s+3)?+4?

sen (4t)
i

7 entdo g(t) = L7HGs)) =
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Agora = G(s + 3). Portanto,

(s +3)2 +42

_3; sen (4t)

L {;} = L7HGG+3) = e f(t) = e —

(s +3)2 + 42

Portanto,

-1 L _ -1 L _ -1 1 3 -3t Sel’l(4t)

2.7.4 Transformada de Laplace da Func¢ao degrau unitario

Func¢des degrau unitario

Transformada de Laplace da Funcao degrau unitario

Exemplo 2.7.10. Determine a transformada de Laplace da fun¢ao degrau unitdrio U(t — a).
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Solucao:

LU - a)}

f et Ut —a)dt = f et dt
0 a

o0

Expressando fun¢des definidas por mais de uma sentenca em termos
de funcdes degrau unitario

Podemos expressar uma fungdo f(t) definida por mais de uma sentenga como uma combi-

nacdo linear de fungdes degrau unitario da seguinte maneira:

e Para cada intervalo finito [2,b] onde f possui uma expressdo diferente, multiplique a

expressao de f pela diferenga das fung¢des degraus U(t —a) — U(t — b);

e Para expressdo definida num intervalo infinito [c, o] somente multiplicar a expressdo por

Ut -c);
e f(t) é a somatério de todos os produtos.
Vamos ilustrar com os seguintes exemplos:
Exemplo 2.7.11. Expresse
P —t+3, se0<t<2

fy=4 ¢, se 2<t<5

2tsent, set>5

como uma combinagao linear de fung¢des de grau unitario.

Solugdo: Observe que f(f) possui trés expressdes diferentes nos intervalos [0, 2), [2,5), e [5, ),

logo temos duas diferencas, U(t) — U(t —2) e U(t — 2) — U(t — 5) e trés produtos,
o (P —t+3)(U(t)— Ut -2)) para (# -t +3) definida em [0, 2);
o ¢ ((LI (t—-2)—Ut- 5)) para ¢’ definida em [2, 5);

o 2tsent U(t —5) para 2t sent definida em [5, o).
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Portanto f(t) é a soma deste trés produtos,

f®)

(B —t+3) (ﬂ(t) — Ut - 2)) +e (ﬂ(t —2)— Ut - 5)) + 2t sen t U(t — 5)

B —t+3)UD+ (e + 2 —t+3)UE-2)+ (2t sent — ') U(t - 5).

Exemplo 2.7.12. Expresse
t?e!, se0<t<3
fH) =3 cost, se3<t<6
2t, se t>6

como uma combinagdo linear de fun¢des degrau unitario.

Solucdo: Observe que f(f) possui trés expressdes diferentes nos intervalos [0, 3), [3,6), e [6, o),

logo temos duas diferencas, U(t) — U(t — 3) e U(t — 3) — U(t — 6) e portanto

J16 £e' (Ut) - Ut —3)) + cos t (Ut —3) - Ut - 6)) + 2t Ut - 6)

et U®) + (cos t — t2e") Ut - 3) + (2t — cos t) U(t — 6).

2.7.5 Propriedade da Transformada de Laplace e Sua Inversa - Se-

gundo Teorema da Translacao

Lema 2.7.6 ( Segundo Teorema da Translacdo).

(a) Se L{f(t)} = E(s) e a for um niimero real qualquer, entdo,
L{f(t—a) Ut —a)} =e™™F(s) ou L{f(t) Ut —a)} =e ™ L{f(t +a)}.
(b) Se L7YF(s)} = f(t) entdo

L7He™F(s)} = f(t —a) Ut - a).

Demonstragio.
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(a)

L{f(t —a) Ut —a)} j:o et f(t —a) Ut —a) dt

f e f(t—a) Ut —a) dt+foo e f(t—a) Ut —a) dt
0 a

foo e f(t—a)dt

f(; o 5u+a) f(u)du, (pelamudanga u =1t—a)

—as —Su d
e f(; e f(u) du
= e ®F(s).

(b) Seguir diretamente de (a).

Exemplo 2.7.13. Calcule a Transformada de Laplace das seguintes fungoes

cos (t —2m/3), set>2m/3
(a) f(t) = sent U(t — m) (b) f(t) :{
0, set <2m/3
2, se0<t<?2
(0 flh=1 -1, se2<t<3 (d)f(t):{

0, set=>3

ef, 0<t<5

-1, t>5

Solucao:

—S S

- _ e
241 241

(@) L{sent Ut —-n)=e ™ L{sen (t+n)} =e ™ L{—cost)=eT-
(b) Escrevendo f(t) em termos de fun¢des degrau unitério temos que
f(t) = cos (t —2m/3) U(t — 21/3).
Portanto

2ms S

Lift)) = L{cos (t —2n/3) U(t —21/3)} =e” 3 L{cost)=e 3 21
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(c) Escrevendo f(t) em termos de fungdes degrau unitdrio temos que
f(t) = 2(fu(t) — Ut - 2)) - 1(71(1% —2)— Ut - 3)) = 2Ut) - 3U(t - 2) + Ut - 3).

Portanto

LIFH)) = LRUWGY - LBU( - 2)} + L{U(t - 3)}
1 e—Zs e—Zs
= 2---3- + .
S S S

(d) Escrevendo f(t) em termos de fun¢des degrau unitério temos que
f(t) = e (UE) - UE - 5)) = 1U(t - 5) = ™ UE) - (™ +1) Ut -5).
Portanto

Lif(h) = Ll UM} - Ll +1) Ut -5))

= L) e L™+
= e[S e+ L]

s+1

1 s e 1
= —_ +_
s+1 ¢ [s+1 s]

1 6_55_5 6_55

s+1 s+1 s

Exemplo 2.7.14. Calcule
—2s —715/2 -27s/3 —3s
e _1 [ se _1 | se 1 e
@ L {5—4} ©) L {sz+9} © L {sz+9} @)L {(5—5)2+16 '

Solucao:

—2s

() £ { ‘

— 4} = L7{e™F(s)}, ondeF(s)= ﬁ = f(t) = e*.
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Portanto
I . LU
St = LUEEFE)
= ft-2)U{t-2)
= M2 ir-2).
(b) £ {Se_m/z} = L™ FE),  onde F(s) = ez = £(t) = cos (31
$2+9 ’ s +32 '
Portanto
B e—ns/z P
“ 1{m} = L7 PEE)
= f(t—-m/2) Ut -7/2)
= cos3(t—m/2) U({t—-T1/2)
= —sen (3t) U(t — t/2).
i) il GRS de F(s) = — f = cos (3t
© L g =L e PEe)), onde i) = —— = f() = cos (31).
Portanto
—2ms/3
) {22 n 32} = L7 PEGs))
= f(t—2ms/3) U(t —2ms/3)
= cos 3(t —2ms/3) U(t — 21s/3)
= cos (3t) U(t — 2ms/3).
d) £ {L} = £ ¥GE).  ondeGE) = ————
(s=5)2+16 ' (s —5)2 +42
Seja F(s) = ﬁ entdo f(t) = L7 {F()} = Ser;(‘”).
Agora
1
G(S) = m = F(S - 5)
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Portanto,
1 1
g(t) = L1 {m} = LY {F(s-5)) = eStf(t) = ZESt sen (4t)

(pelo 1° teorema da translacao).

Portanto

B =38 1 ( —as
L 1{(5—5)—2+16} = £ {e 3 G(S)}
= gt-3UE-3)

= %{Ll(t —3) >3 sen 4(t - 3).

2.7.6 Derivada da Transformada de Laplace

Lema 2.7.7. Se F(s) = L{f(t)} entdo
F/(s) = LI-tf(B).

Mais geral,
F(s) = LI-D" (1)},

Portanto,
LIEFO) = (1" (FG)).

Exemplo 2.7.15. Determine a transformada de Laplace de t2 sen (5¢).

Solucao: Temos que

L{sen (5t)} = F(s) = ﬁ,
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logo

L{t* sen (5t)}

vt

ds? | s2 +25
d[ -2s

>3 (s? + 25)
5(6s2 — 50)
(s2 +25)3

2.7.7 Resoluc¢ao de Equacgdes diferenciais pela Transformada de La-

place

2.7.7.1 Transformada de Laplace para Derivadas de uma funcio

Lema 2.7.8. Seja y(t) uma fungio n— vezes derivdvel e satisfazem as hipéteses do Teorema 2.7.1,

entio

L {j;g} (t) = S"Y(S) - s"—ly(O) - s"—zy/(o) e — Sy(n—Z)(O) _ y("_l)(O),

onde Y(s) = L{y(t)}. Portanto,

W = sy 0
L{a}(t)—s (5) - ¥(0),

d2
L {d—j} () = Y(s) = 5(0) = ¥ (0).

Demonstragdo. Como F(s) := L{y(t)} = f e~'y(t) dt, temos que
0

f ety (t) dt
0

[E_Sty(t)] I: +s f e'y(t) dt integragao por partes
0
0 —y(0) +sY(s)

sY(s) — y(0)

Ly )}
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Liy" = Lig'(t)} onde g(t) = y'(1)
= sG(s) — g(0)
= sLig(t)} — g(0)
= sL{y®} -y 0)
= 5{sY(s) - y(0)} - ¥'(0)
= 5°Y(s) = sy(0) — ¥/ (0).

2.7.7.2 Resoluc¢do de equacgdes diferenciais ordinarias de coeficientes constantes

O problema de valor inicial da equagdo diferencial linear de ordem 1 :

d"y dn—ly dy
qr T g Tt A gy tany =80

com

y(to) = yo
dy ,
E(to) =Y

n—1

Y
dtn—l

pode ser resolvida através da transformada de Laplace como indicado no diagrama abaixo.

() =y, -

Equagdo Diferencial -----=--=-=---=---—--- > Solugédo da, i
Equacao Diferencial

Transfprmada Transforthada
de Laplace de Laplage Inversa
Equacao Algebrica Solugao da
Equacao Algebrica

Exemplo 2.7.16. Use a transformada de Laplace para encontrar y(t) :

@y +4y =¥, y0)=2,
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By —y=1+t, y(0)=0,

@y’ +2y'+y=0, y0)=1, y(0) =1,

(d)y” -4y +4y = £, y(0) =0, y'(0) = 0.
Solugio:

@y +4y=e, y0)=2.

Tomando a transformada de Laplace:

LiyV+4Lly) = Lle™)

1
= sY(s) —y(0) +4Y(s) = I
1
=5sY(s) —2+4Y(s) = 1
= (s+4)Y(s) = ﬁ +2  Equacédo Algébrica

Resolvendo a equagdo algébrica por Y(s) temos que

__ 1 .2
T (s+4)2 s+4

Y(s)

Tomando a Transformada de Inversa de Laplace, temos que

L {(s +14)2} vaL? {ﬁ}

te™H 4 274,

y(®)

= y(t)

(b)y —y=1+te, y(0)=0.

Tomando a transformada de Laplace:

LIy - Lly) = L1} + Lite'}

=sY(s) —y(0) - Y(s) = % * (s —11)2
=s5Y6) -Y(s) = % + (s —11)2
= (-1)Y(s) = % + (s —11)2

Joseph N. A. Yartey & Simone S. Ribeiro

167



168

Resolvendo a equagdo algébrica por Y(s) temos que

11 11
ss—1) (s—-18 s—-1 s (s—1)3

Y(s) =
Tomando a Transformada de Inversa de Laplace, temos que

oo ey

1
G Ry
e 2 e

y(®)

= y(t)

@y’ +2y+y=0, y0) =1, y(0)=1.

Tomando a transformada de Laplace:

Liy"y+ 2Ly + Liy)
= 52Y(s) — sy(0) — ¥ (0) + 2{sY(s) — y(0)} + Y(s)

= s2Y(s) —s — 1 +25Y(s) — 2 + Y(s)

= (5% + 25+ 1)Y(s)

Resolvendo a equagdo algébrica por Y(s) temos que

s+3 s+3 1 2

Y = = =
®) 2+25+1 (s+1)2

= +
s+1  (s+1)?
Tomando a Transformada de Inversa de Laplace, temos que

_ e 1 -1 1
o = L {s+1}+2£ {(s+1)2}

= y(t) et + 2t

(d) vy’ -4y +4y = £2*, y(0)=0, y'(0) = 0.
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Tomando a transformada de Laplace:

L) - 4L} + ALY = LR
= 2Y(s) — 5y(0) - ¥/ (0) — 4{sY(s) - y(0)} +4Y(5) = (s__6 2
6
2 _ _
= s7Y(s) —4sY(s) + 4Y(s) = -2
6
2 - 2
= (s“—4s+4)Y(s) = G2

Resolvendo a equacao algébrica por Y(s) temos que

6 6

YO = o m v a2 G2

Tomando a Transformada de Inversa de Laplace, temos que

L1
oL {<s—2>6}

6
R

5!

y(t)

= y(t)
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2.7.8 Tabela da Transformada de Laplace de Algumas Funcdes e

suas propriedades

f(H) = LTHF(s)) F(s) = L{f(t)}
' (n=0,1,2,3,--) ”!1
STH—
# (@ eR) Ta+1) +11)
g+
1
s—a
¢ _w
sen w SR
; s
COos w m
2 _ o2
t cos wt m
2ws
t sen wt m
1 /(s
fo (3)
e £(t) E(s —a)
d?’l
a0 i
e—ﬂS
u(t —a) 5
f(t —a)u(t —a) e ™ F(s)
f(Hu(t —a) e LUf(t +a)}
o(t —a) e
fHO(t —a) e ™ f(a)
dy
= SY(s) - y(0)
d2
= 2Y(s) = 5y(0) - ¥/ (0)
¢
[ s Fe)
0 S
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2.7.9 Exercicios

1. Calcule a Transformada de Laplace L{f(t)}, sendo:

(a) f(t) =2e73" —5sen (8t) + 7t>. Resp: F(s) = % -3 1064 + L:_f
b) f(t) =2¢7" cos (4) +4¢™" sen (3f).  Resp: F(s) = s is6-)|-21316 T ;)22 19
) f(t) = 4t%" + 6 cos (4t) —10. Resp: F(s) = G _85)3 -3 isl6 - %
d) f(t) =5¢* +4 cos (6t) — 2t*. Resp: F(s) = % - % _ ‘i_f
360 32 9

_ n45 -6t . —
e) f(t) =3¢ —4sen (8t)+9. Resp: F(s) = G16F <16 + B

2. Escreva cada uma das fungdes em termos de fung¢des degrau unitdrio. Ache a transfor-

mada de Laplace da funcdo dada.

2, 0<t<3 2 4¢3
(@ ft) = Resp: f(t) =2—-4U(t-3), F(s)=-—
1, 0<t<4 \ .
b) f(t)=3 0, 4<t<5 Resp: f(t) =1-U{t-4)+U(t-5), F(s):l-es es
1, t=25
0, 0<t<x1 -s —s —s
Q flt)= { Resp: f(B) = - U(t-1), F(s)= 2+ 262 + &
tz, t>1 S S S
0, 0<t<3m/2 ep—3ms/2
f) = / Resp:f(t) = sent- U(t - 3—TC) F(s) = Si—
sent, t>23m/2 2 s2+1
t, 0<t<?2 1 6_25 26_25
e) f(t) = Resp: f()=t—t-U{t-2), F@)=—=-— — -
0, t=2 S s
sent, 0<t<2m
f) f(t) = Resp: f(t) = sen t— sen t-U(t —2n), F(s) =
0, t>2n
1 e—2ns

s2+1 s2+1

3. Calcule a inversa da Transformada de Laplace LYF (s)}, , sendo:

_6__8 2 . a2 8 5t
(a) F(S)— 3 SZ+9+S—5' Resp. f(i’)_3t 3sen (3t)+2€

_3 4s 5 ) B 52—6t
(b) F) =<+ 53—+ Grop Resp: f(t) =3 +4 cos (9¢) + St%
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1 2 1

() F(s) = m Resp: f(f) = —7 cosh(2f) + 3 sinh(2f) + z¢”'
(d) F(s) = % Resp: f(f) = 5te! +6e! — 3

4 2 6 2
(e) F(s) = m Resp: f(t) = ~5 cos t — 5 sen t + ge3t

1 1

(f) F(s) = Py Resp: f(t) = geZt sen (3t)

4
(g) F(s) = ('erS;T Resp: f(t) = e~ cos t
(h) E@s) = % Resp: f(t) = €' cos (3t)
(i) F(s) = :51. Resp: f(t) = e 2 . U(t - 2)

—2s

() F(s) = sz(es —5 Respi fl=(1-t+ 2 Ut - 2)

4. Use a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial dado.

(@) ¥ -3y=¢¥ y0)=1 Resp: y(t) =2 —¢*

4
b) y’' -6y +9y=1e", y0)=2,y'(0)=6 Resp: y(t) = (2 * t_)63t

12
(C) y// + 16]/ = COS 4t, y(O) = 0, ]/(0) =1 Resp; y(t) = w
’ 0, 0<t<1
(d) v +y=f(), y0)=0, sendo f(t)=
5 t>1
Resp: y(t) =[5 - 5e~ V] - U(t - 1)
’ 1, 0<t<«1
e v +y=f(t), y0) =0, sendo f(t)=
-1, t>1
Resp: y(f) =1—¢™ =2 Ut = 1) + 27D - U(t - 1)
t, 0<t<l1

() ¥ +2y=f(t), y0)=0, sendo f(t)= {
0, t>1

e L L b 1 L a1y L2 g
Resp: y(t) = 1 + 21,‘+ 46 1 UEt-1) 2(t - UE-1)+ 46 Ut-1)
” , 1, 0<t«1
(g v/ +4y=f@1t), y0)=0, y(0)=-1, sendo f(t)= 0 is1
, >

}1 cos (2t) — [411 - i cos 2(t — 1)] “UE-1) - % sen (2t)
(h) v"+4y=sent-UEt-2n), y0)=1, y(0)=0

Resp: y = cos (2t) — % sen 2(t —2m) - U(t — 2m) + % sen (f —2m) - U(t — 2m)

ANy

Resp: y(t) =

MATB97 - Equagdes Diferenciais



173

0, 0<t<m
Q) ¥y +y=f®, y0) =0 1y0) =1 sendof()={ 1, n<t<2n

0, t>2m
Resp: y= sent+[1~— cos (t —m)]- Ut —m)—[1- cos (t —2m)] - U(t — 2m)
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